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KI HIEU
e N* : Tap cac s0 ty nhién khac 0.
e C": Khong gian vecto phiic n chiéu.

e B(zp,7) = {2z € C": ||z— 2| <r}: Hinh cau md tam zy ban kinh

r > 0.

e QB(C"): o-dai s tren C" duge sinh bdi cac tap Borel va céc tap

con da cuc cua C™,
e G’ : Bao dong ctia G trong F-topo.
e 0rG : Bién cua G trong F-to6po.
e y ou : Hop thanh (tich) cua cdc ham u va x.
e SH(Q) : Tap cac ham diéu hoa dudi trén Q.
e SH () : Tap cac ham diéu hoa dudi am trén Q.
e PSH(Q) : Tap cac ham da diéu hoa dudi trén €.
e PSH ™ (Q) : Tap cac ham da diéu hoa dud6i am trén €.
o F-PSH(R) : Tap cac ham F-da dieu hoa dudi trén 2.
o F-PSH () : Tap cac ham F-da dicu hoa dudi am trén .
o F-MPSH(Q: Tap cac ham F-da dieu hoa dudi F-cye dai trén .
o [>°(Q2) : Khong gian céc ham bi chan trén €.

o [°

loc

() : Khong gian cac ham bi chan dia phuong trén €Q.
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o (dd“u)" = ddu N --- Addu: Do do Monge-Ampere cuia u.
e C(£2) : Tap cac ham lién tyc trén €.

e C>(Q) : Tap cac ham kha vi vo han trén €.

o u; /u:day {u;} hoi tu tang t6i w.

o uj N\, u:day {u;} hoi tu giam tdi u.

e 1, : Ham dac trung cua tap A.

e h.k.n. : hau khap noi.



1. Li do chon dé tai

Noi dung ctia toan bd luan an nay nghién cttu mot 16p dac biét cac
ham da dieu hoa dudi. Do 1a cac ham da diéu hoa dudi plurifine ma ta
sé viét 1a F-da diéu hoa dudi. Lich st clia van dé dua ra nghién citu
xuat phét tir cac két qua cia H. Cartan vao dau nhitng nam 40 cua thé
ki trude. Khi do, dé khic phuc tinh khong lién tuc ciia cac ham diéu hoa
dudi tren C, Cartan da dua ra topo "fine" trén C nhu 14 topo yéu nhat
tren C ma lam cho moi ham diéu hoa duéi 1 lien tuc. Ong da thiét lap
duge mot s6 két qua dang chi ¥ doi véi 16p ham noi trén ([14]). Sau do
vao nhiing nam 70 (cua thé ki trude), Fuglede da dua ra cac ham dicu
hoa fine va ham chinh hinh fine va thiét 1ap mdi lien heé gitta chung nhu
moi lien he gitta ham diéu hoa va ham chinh hinh trong cac gido trinh
giai tich phttc. Tong quat cac khai niém trén len C*, Wiegerinek va cc
cong su da xay dung topo plurifine (ta sé ki hiéu la F-topo) trén C" va
xac dinh khai niem ham F-da diéu hoa dudi. Ho da phat trién thanh
Li thuyét da thé vi plurifine ma ta viét 1a F-da thé vi ([47]).

Mot van dé ty nhién duge dit ra trong Li thuyét F-da thé vi 1a nghien
citu nhing van dé tuong ty cua Li thuyét da thé vi thong thuong cho
16p ham F-da diéu hoa dudi.

Nhu ta da biét, trong s6 cdc ham da diéu hoa dudi trén tap md
Euclidean € trong C", ton tal mot 16p con gift val tro rat quan trong,

¢6 nhiéu tng dyng trong Li thuyét da thé vi, dic biét trong gidl bai
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toan Dirichlet tong quét, do 1a 16p cac ham da didu hoa dudi cue dai. Vi
thé, nghién ctiu tinh cye dal cia ham da diéu hoa dudi trén tap con md
Euclidean trong C" 14 mot trong nhting van dé co ban cua Li thuyét da
thé vi. Do tinh cie dai dia phuong ctia ham da diéu hoa duéi dé nhan
thay hon trong nhiéu trusng hop nén mot v tudng tu nhieén 1a chuyén
viée xét tinh cye dal (toan cuc) clia ham da diéu hoa dudi vé viée xét
tinh cye dai dia phuong ctia ham do6. Tuy nhién, cho dén nay, viéc giai
quyét triet dé gitta tinh tuong duong cia tinh cue dai dia phuong cia
mot ham da diéu hoa dudi tuy ¥ « trén tap md Q va tinh cuce dal cla
w trén 2 van la bal toan md.

Mot van de khac ciing duge nhiéu tac gia nghién citu trong thoi gian
gan day 1a xap x1 ham da diéu hoa dudi bdi day tang cidc ham da diéu
hoa dudi xac dinh trén mot mieén rong hon. Benelkourchi, Cegrell, Hed,
Alevin, Persson, ... da thu dudce nhiing két qué sau sac vé van deé trén
trong khoang 10 nam tro lai day.

Theo huéng tiép can trén, Luan an cia chung tol tap trung nghién
citu 16p ham F-da dicu hoa dudi cue dai va van dé xap xi cua cic ham
F-da diéu hoa dudi.

2. Muc dich nghién ctu cta Luan an

Trude hét, Luan 4n tap trung nghién ctu mot sO tinh chat cua cac
ham F-da diéu hoa dudi. Cu thé, nghién ctu mdi quan hé giita tinh
chat dia phuong va toan cuc cla cdc ham F-da diéu hoa dudi thong
qua viéc chi ra diéu kién can va di dé cac ham F-da dieu hoa dudi cuc

dai 13 F-da dieu hoa du6i F-cyc dai F-dia phuong trong mot sé tinh
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huong nhat dinh. Sau dé nghién cttu van dé xap x1 cia cdc ham F-da
dieu hoa dudi boi day tang cdc ham da dieu hoa dudi thong thuong.

3. Déi tuong nghién ctiu

o Ham da diéu hoa duéi, ham F-da diéu hoa dud6i va ham F-da diéu

hoa duéi cue dai.

o Toan tit Monge-Ampere phitc cho 16p ham F-da diéu hoa dudi hitu

han.
o Mot 86 16p ham F-da dieu hoa dudi tren Q : & (), F, ().
o Van de xap xI ciia cac ham F-da diéu hoa dudi.
4. Phuong phap nghién ciu

o St dung cac phuong phap nghién citu i thuyét trong nghién ciu
toan hoc co ban vl cong cu va ki thuat truyen thong cia Li thuyét

da thé vi, Li thuyét F-da thé vi, Giai tich ham, Giai tich phitc.

o Tham gia seminar nhém, seminar t6 bo mon dé thuong xuyen trao
doi, thao luan, cong bo cac két qua nghién citu, nham thu nhan cac
thong tin vé tinh chinh xac khoa hoc ctia cac két qua nghién cttu
trong cong dong cac nha khoa hoc chuyén nganh trong va ngoai

nude.

5. Nhiing déng gép cta Luan an
Luan 4n da dat duge muc dich nghién citu dé ra va ¢6 nhitng déng

g6p nhat dinh, cu the:



12

o Luan 4n da chi ra sy tuong duong gitta tinh chat F-cye dal toan
cuc voi tinh chat F-cyc dal F-dia phuong cua cac ham F-da diéu

hoa dudi lién tuc trén céc tap F-md cua C" (Dinh 1i 2.1.2).

o MG rong két qua trén va bang ki thuat ching minh mdi, Luan 4n
da chi ra sy tuong duong gitta tinh chat F-cie dai toan cuc véi tinh
chat F-cye dai F-dia phuong cua cdc ham F-da dicu hoa dudi by
chan trén cac tap F-md cia C" (Dinh 1i 2.2.2).

Két qua nay c¢6 ¥ nghia khoa hoc vi né ding cho cdc ham F-da

dieu hoa dudi trén cac tap F-md.

o Luan &n da dwa ra khai niem mien F-sieu 161 va dua ra 16p F, ().
V6i nhitng khai niém thich hgp nhu vay, Luan an da ching minh
tinh chat xap xi duge cia ham F-da dieu hoa dudi bdi day ting
cac ham da diéu hoa dudi am trén day gidm cac mién siéu 101 rong
hon (Dinh 1f 3.3.1).

6. Y nghia khoa hoc va thuc tidn ctia Luan an

o Céc két qua duge néu ra trong Luan an 14 mdi, ¢6 tinh thoi sy, ¢6
v nghia khoa hoc va da dong gop vao viéc nghién citu tinh chat cia

cac ham F-da dieu hoa dudi.

o Vé mit phuong phap, Luan 4n da goép phan lam phong pht thém
cac cong cu va ki thuat nghién cttu Giadi tich phite va Li thuyét da

thé vi.
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7. Cau tric ctia Luan an

Cau tric cia Luan an duge trinh bay theo ding qui dinh cu thé doi
véi luan an tién si cua Truong Dai hoe Su pham Ha Noi. Cau tric Luan
an bao gom céc phan: Md dau, Tong quan vé cac van dé trong Luan én
(Tong quan), cac Chuong, Két luan, Danh muc cong trinh trong Luan
an, Tai lieu tham khao.

Noi dung chinh ctia Luan an gom ba chuong c6 tén va noi dung tom

tat nhu sau:

o Chuong 1. Ham F-da diéu hoa duéi va toan tit Monge-
Ampere phic
Chuong 1 trinh bay mot so kién thitc can thiét ve F-topo, dinh
nghia va mot s6 tinh chdt ciia ham F-da diéu hoa dudi, todn ti
Monge-Ampere phtic va ham F-da diéu hoa dudi cye dai, cing nhu

mot s6 két qué ([39], [40], [46]) sé st dung trong cdc chuong sau.

o Chuong 2. Tinh chit dia phuong ctia ham F-da diéu
hoa duéi cuyc dai
Chuong 2 trinh bay cdc noi dung va két qué nghién citu nham giai
quyét Van dé thit nhat ([40], [39]) da duge néu ra trong phan Tong
quan. Cu thé, trong diéu kien lién tuc hoic bi chdn ciia ham F-da
dieu hoa dudi trén tap F-mo cia C", da thiét lap dieu kién can va
di dé mot ham F-da diéu hoa dudi 13 F-cue dai F-dia phuong la
F-cuc dai toan the. Cac két qua chinh thu duge 13 Dinh 1f 2.1.2 va
Dinh 1i 2.2.2.
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o Chuong 3. Xap xi ham F-da diéu hoa duéi
Chuong 3 trinh bay cic noi dung va két qua nghién cttu nhim giai
quyét Van dé thit hai (|46]) da duge néu ra trong phan Tong quan.
Cu thé, da chi ra khi nao thi ham F-da diéu hoa dudi am u trong
F-mién Q, c6 thé duge xap xi bdi mot day tang cia céc ham da
diéu hoa dudi duge xac dinh trén céc lan can Euclidean cua €. Két
qua chinh ctia chuong la Dinh i 3.3.1.
Trong phan Két luan, ching toi diém lai cac két qua nghien citu
chinh da trinh bay trong Luan an v khéng dinh ¥ tudng khoa hoc
cia dé tal Luan an dat ra 1a dung, ciing nhu cdc két qua nghién
citu da dat duge muc dich dé ra. Do d6, Luan an da c¢6 nhing dong
g6p cho khoa hoc chuyén nganh, ¢6 ¥ nghia khoa hoc va thue tién
nhu da néu.
Trong phan Kién nghi, ching toi dua ra mot val ¥ tudng nghién
ctiu tiép theo dé phat trién dé tai ciia Luan an. Ching toi hi vong,
s¢ nhan duge nhicu sy quan tam va chia sé cua cde nha khoa hoc

va dong nghiép, giup hoan thién cac két quéi nghién ciu.
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Tong quan vé cac van dé trong Luan an

Nhu da trinh bay ¢ trén, ham da diéu hoa dudi 1a mot trong cac doi
tuong trung tam cua Li thuyét da thé vi. Viée nghién cttu cédc ham da
diéu hoa dudi ma trong tam ciia n6 1a nghién cttu cic toan ti Monge-
Ampere phite da thu hat syt quan tam cta nhiéu nha toan hoc lén ti
thap nién 30 cua thé ki XX vd da thu duge nhitng két qua sau sic.
Nhitmg cong trinh cua cac tac gia K. Oka, H. Cartan, P. Lelong, E.
Bedford, B.A. Taylor, U. Cegrell, S. Kolodziej, ... khong chi anh hudng
sau sac dén sy phat trién cta Gial tich phiic nhiéu bién noi rieng ma
con thiic day su phat trién ciia nhiéu linh vie khéc trong Toan hoc hién
dai.

Theo topo Euclidean thong thuong, cac ham da diéu hoa duéi noi
chung 14 khong lién tuc, trong khi tinh lién tuc lai git vai tro then chot
trong nghién cttu Li thuyét ham. Vi thé, viéc dua ra nhing topd mdi
nhiam mo t& t6t hon tinh lién tuc clia cac ham da diéu hoa dudi da duoc
quan tam tir thap nién 30 cta thé ki trude.

Nam 1939 M. Brelot gidi thieu khéi niem diém mong ctia mot tap
hap. Ong da dua ra dinh nghia: Tap E 13 mong tai a néu hoic a khong
I3 diém giéi han ctia mot diy cac diém ctia E hodc ton tai mot ham

dieu hoa dudi trong mot lan can cia a sao cho

li < )
o s 0(z) < p(a)

Sau d6 H. Cartan da nhan xét trong mot 14 thu gii cho Brelot rang

diéu nay tuong duong véi E\ {a} 14 1an can cia a trong topod yéu nhat
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lam cho tat ca cdc ham diéu hoa dudi lien tye. T d6 H. Cartan da xay
dung F-topo tren C. M6 rong khai niem trén cho C”, ta hiéu F-topo
trén mot tap mdé Q C C™ 13 topod yéu nhat lam cho cdc ham da diéu
hoa dudéi lién tuc.

F-topo da duge nghién cttu tiép theo hon Bedford va Taylor trong
8]. O day hai ong da nghien ctu sy hoi tu ctia diy cac dong trong
moi lien hé voi F-topo cla cdc ham da dieu hoa dudi. Nhitng nam gan
day, F-topo da duge nghién citu sau sic béi Marzguioui va Wirgenrinck
trong [24], [25].

Céc khéi niem gan lién v6i F-topo, duge chi ra voi tiép dau ngit F.
Chang han, F-md 14 md trong F-topo; F-bao déng 1a bao déng trong
F-topo; F-bién la bién trong F-topo; ...

Bing cach st dung F-topo, ta c6 thé dinh nghia mot cach tu nhien
cac ham F-da diéu hoa dudi va cac ham F-chinh hinh. Cac két qua
trong |19], [20], [25], [26] d& chi ra ring, ton tai hai cich hgp 1f dé md
rong cac khai niem ham F-da diéu hoa dudi va cdc ham F-chinh hinh:
Khai niém F-da diéu hoa dudi yéu duge dinh nghia bang cach doi héi
han ché ciia cdc ham trén cac dudsng thing phic 14 F-diéu hoa dudi
(tuong ting F-chinh hinh) va khéi niém F-da diéu hoa dudi manh duge
thiét 1ap nho sy xap xi cdc ham bdi cdc ham da dieu hoa dudi (tuong
ting cac ham chinh hinh thong thuong) trén céc lan can thich hgp trong
F-topo.

Mot cau héi tu nhien duge dat ra la: Céac tinh chat nao ciia cac ham

da diéu hoa dudi thong thuong cé thé chuyén téi cac khai niem mdi
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(tuong tng véi khai niem yéu va manh) doi véi cdc ham F-da diéu hoa
dudi?

D4 c6 nhimg nghién citu di theo hudng tiép can trén, ching han, nam
2003, El Kadiri [19] d& dinh nghfa khai niém ham F-da dieéu hoa dudi
trén mot tap con F-md cua C" va da nghién ctu céc tinh chat cia céc
ham d6. Cac ham nay da duge dinh nghia nhu la cac ham F-nta lién
tuc trén ma han ché trén duong thang phic la ham F-didu hoa dudi,
G d6 mot ham F-diéu hoa dudi xac dinh trén mot F-mien duce dinh
nghia 13 ham nita lien tuc trén va thoa man bat dang thic gid tri trung
binh. Dinh nghia nay 13 md rong tu nhién ham da dieu hoa dudi cho
ham F-da diéu hoa dudi.

Nam 2010, El Marzguioui va Wiegerinck da nghién cttu tinh chat lién
tuc cia cac ham F-da diéu hoa dudi trén tap F-md. Ho da ching minh
rang, ham F-da dieu hoa dudi 1a F-lién tuc ([26], Dinh 1i 3.1).

Niam 2011, El Kadiri, Fuglede va Wiegerinck [20] d& chiing minh nhiéu
tinh chat quan trong cua cac ham F-da diéu hoa dudi.

Nam 2014, El Kadiri va Wiegerinck [22] d& dinh nghia toan tit Monge—
Ampere trén cic ham F-da dieu hoa dudi hitu han trong cac tap F-md
va da chi ra rang no duoe xac dinh 1a do do duong. El Kadiri va Smit
[21] d& gi6i thiéu va nghién ciu khéi niém cia cdc ham F-da diéu hoa
dudi F-cue dai va cdc ham F-da diéu hoa dudi F-cye dai F-dia phuong.
D6 14 md rong khai niem cua cac ham da diéu dudi cye dal trén mot
mién Euclidean t6i mot F-mién ctia C" mot cach ty nhién. Ho da ching

minh rang moi ham da diéu hoa dudi F-cyc dai, F-dia phuong, bi chan
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xac dinh trén mot tdp mo Euclidean 1a F-cuc dal va ho da dua ra vi
du, chi ra rang két qua nay la khong kha thi khi ham khong httu han.

Hudng nghién citu dau tién ctia Luan 4n 1a md rong két qua cua cac
tac gia tren doi voi cac ham F-da dieu hoa dudi. Cu thé, ching toi
nghién ctu didu kien du dé nhan duge tinh F-cuc dai cia ham F-da
diéu hoa dudi trong cac tap F-md tit tinh chat dia phuong tuong ing.

Tiép dén chung o1 xét bai toan xap xi ham F-da diéu hoa dudi bdi
day tang cdc ham da diéu hoa dudi. Lich st ctia van dé nay 1a nhu sau:

Két qua dau tién thuge vé Fornaess va Wiegerinck [27] néi rang néu
Q 13 mién bi chin v6i C-bien va w 1a lien tuc treén © thi u ¢6 thé duoe
xap xi déu trén Q béi mot diy cla cac ham da diéu hoa duéi tron duge
xac dinh trén cac lan can Euclidean cua €. Gan day Avelin, Hed and
Persson [5] d& md rong két qua nay t6i mién véi bien dia phuong duge
cho béi do thi clia cac ham lién tuc. Ngoad ra, theo két qua cta [9], [10],
17], [34] va N.X.Hong, ham da diéu hoa dudi u c6 thé duge xap xi don
diéu tir bén ngoal bdi day tang cdc ham da dieu hoa dudi, néu mién Q
¢6 tinh chat F-xap xi va u thude vé mot trong nhing 16p Cegrell trong
Q.

Nhitng két qua noi trén dan dén van dé sau: Gia st w 14 mot ham
F-da diéu hoa dudi am trong F-mién . Khi nao thi u c6 thé duge xap
xi b6l mot day ting cua cac ham da diéu hoa dudi duge xac dinh trén
cac lan can Euclidean cua Q7

Do d6 trong luan 4n nay, ching toi nghién ctiu va gidl quyét hal van

deé sau day.
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Van dé thi nhit: Nghién ciu tinh chat dia phuong cua
ham F-da diéu hoa duéi cuc dai

Klimek [43] da ching minh rang, mot ham da diéu hoa dudi bi chan
dia phuong u xac dinh trén mot tap md Euclidean 1& cue dal néu va
chi néu (dd“u)™ = 0, va vi thé, ham da diéu hoa dudi bi chin, xac dinh
trén mot tap mdé Euclidean 13 cue dai néu va chi néu né 13 cye dai dia
phuong. Nhu thé tinh cye dai va tinh cye dai dia phuong do6i véi ham da
dieu hoa dudi bi chan dia phuong xdc dinh trén mot tap md Euclidean
la tuong duong.

Mic du d6i véi mot ham F-da dieu hoa dudi bi chian u duge xac dinh
trén mot tap F-md Q thi toan tit Monge-Ampere phitc (dd“u)™ c6 thé
dinh nghia mdt cach F-dja phuong trén 2 nhung nhitng ki thuat quen
thuoc cia Klimek [43] va cic tac gia khéac khong ép dung duge cho tinh
hudng w 1a ham F-da diéu hoa dudi trén Q. Chinh vi thé, can phai tim
nhitng ki thuat khac dé tong quét két qua cia Klimek [43] cho 16p ham
F-da diéu hoa dudi.

Nhu da trinh bay & trén, ching toi dua ra nhitng diéu kien dé tinh
chat F-cyc dal cia mot ham F-da diéu hoa dudi trén mot tap F-md
Q trong C" nhan duge tu tinh chat F-cue dai dia phuong trén . Cu
thé: Dinh 1f 2.1.2 chi ra ring, déi véi mot ham F-da diéu hoa dudi lien
tuc trén € thi ham do 1a F-cue dai trén €2 khi va chi khi n6 1a F-cue
dai F-dia phuong trén €.

Tiép theo, ching t6i md rong két qua trén, thay thé dieu kién lién
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tuc trong Dinh 1f 2.1.2 bdi diéu kién yéu hon 1a bs chdn cua ham F-da
dieu hoa dudi trén mot tap F-md Q trong C". Két qua nhan dugc 1a
Dinh 1f 2.2.2, chi ra rdng tinh chat F-cyc dai 1a tuong duong véi tinh
chat F-cye dai F-dia phuong.

Van dé thi@ hai: Nghién citu viéc xdp xi ham F-da diéu
hoa dudi béi cac ham da diéu hoa duéi

Chiing t6i dua ra nhitng diéu kien di dé mot ham F-da diéu hoa dudi
w trén mot tap con md Euclidean © duge xap xi bdi mot day tang cac
ham da didu hoa dudi. O day, viee xap xi ham w duge hiéu theo nghia,
u c6 the duge xap xi déu trén Q bdi mot day tang cic ham da diéu hoa
dudi tron xac dinh trén lan can Euclidean cua €.

Bing cach dua ra cac khéi niém mién F-siéu 161, dinh nghia 16p ham
F-da dieu hoa dudi & () va F,(2), ching t6i da ching minh Dinh 1i
3.3.1, trong d6 khang dinh ring méi ham u € F,(Q) (p > 0) déu xap

x1 béi mot day tang cdc ham da dieu hoa dudi am trén lan can cua Q.
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Cac két qua ctia Luan an da dudc bao cio tai hoi nghi,
ho6i thao sau:
[1] Hoi nghi (01/2017), "Xap xI ctia ham F-da dieu hoa dudi", Bao cdo
Hoi nghi khoa hoc, Khoa Toan - Tin, Truong Pai hoc Su pham Ha Nai.
2] Hoi nghi (12/2017), "Cyc dai dia phuong ctia ham F-da dieu hoa
dudi bi chan", Bao cao Hoi nghi khoa hoc, Khoa Toan - Tin, Truong
Dai hoc Su pham Ha Noi.
[3] Hoi nghi Khoa hoc (8/2018), "Tinh chat dia phuong ctia cac ham
F-da diéu hoa dudi cuce dai", Bao cao Tieu ban Giai tich - Dai hoi Toan

hoc Viet Nam lan thtt IX - Nha Trang.



Chuong 1

Ham F-da diéu hoa duéi,
F-da diéu hoa duéi cuc dai

va toan to0 Monge-Ampere phiic

Trong chuong nay, ching toi nhic lai mot so kién thitc co ban veé
F-topo trong C", ham F-da diéu hoa dudi, toin tit Monge-Ampere
phttc cho cdc ham F-da diéu hoa dudi, ham F-da dicu hoa dudi cuc dai

va dua ra mot sO két qua nghién cttu da duge st dung trong Luan an.

1.1 F-topd va ham F-da diéu hoa duéi
Sau day, ta nhic lal mot s6 kién thitc co ban vé F-topo da duge néu
twong [8], [24], 251, [23], [47]

Dinh nghia 1.1.1. F-topé trén tap md Euclidean Q C C" la topo

yéu nhat trén Q lam cho moi ham da diéu hoa dudi trén Q 14 lién tuc.

T cac ham da diéu hoa dudi luon 1a nira lién tuc trén, mot co sd con

22
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dia phuong tal bat ki a € Q duge cho bdi cac tap
Ula,B, o) ={z €B: p(z) >0}

6 d6 B C 2 1a mot hinh cau tam a va ¢ € PSH(B) véi ¢(a) > 0.

Menh dé sau day mo ta lan can cla diém a.

Ménh dé 1.1.2. Gid s& F-topo F trén mot tap mé Euclidean ) C
C". Khi dé, cdc tap U(a,B, ) tao thanh mot co sé dia phuong doi
vt F-topo F.

Dinh i sau day trong [47] vé tinh chat cia F-topo F.

Dinh 1i 1.1.3. Gid su F-topo F trén mot tap mo Fuclidean 2 C C™.

i) F la tua-Lindeldf, nghia la, moi hop tay i cia cdc tap F-md
la hop ctia mot hop cic tap con dém duoc va mot tap da cuc.

i) F la chinh qui day, nghia la, vdi moi tap F-déng A C Q
va a € Q\A, ton tai moét ham F-lién tuc f sao cho f|, = 0 va
fla) £0.

Nhan xét 1.1.4. (i) Néu u € PSH (C"),c € R thi tir dinh nghia
trén, cac tap {u < ¢}, {u > ¢} la cic tap F-mo trong C".

(ii) Véi moi @ € C", ham z +— ||z — al| € PSH (C") nén
B(a,r) ={z¢€ (C"): ||z —a| <r}la F-md.

Vay moi tap md trong C" ddi v6i topo sinh h6i meétric Euclidean: ||z|| =
n

> \zj\Q vOi 2z = (21, 29, ..., 2n) 1& F-md. That vay, lay G 1a mot tap
J=1

md doéi voi topo Euclidean. V6i moi x € G, ton tai r > 0 sao cho
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B (x,r) C G. Do B (x,r) la F-md nén G la F-md.
Vay topo Euclidean yéu hon F-topo.

Tiép theo, ching toi nhac lal mot s6 dinh nghia, ménh dé da biét.

Dinh nghia 1.1.5 ([47]). Ham f xac dinh trén tap F-mo U C R”
dude goi 1a ham F-dieu hoa dudi néu:

() f 1a F-nua lién tuc trén;

(i1) f(2) < fa;v £dsY\ véi V trong mot co s¢ dia phuong ciia
F-topo tai z;

(i71) f £ —oo trén moi F-thanh phan cua U.
Dinh nghia 1.1.6 ([47]). Cho  la mot tap con F-mé cua C". Ham
f:Q — [—o0,+0o0) duge goi 1a F-da dieu hoa dudi, néu f 1a F-nia
lien tuc trén va voi moi duong thang phtc [ trong C”, han ché cia f
téi bat ki F-thanh phan ciia tap con F-md [ N Q cia [ 1a F-diéu hoa

dudi hodac dong nhat bang —oo.

Vi du: Moi ham da diéu hoa dudi trén tap md Euclidean U trong
C™ deu 1a ham F-da diéu hoa dudi trén U.
Meénh dé 1.1.7 (|21]). Gid s G va U la cic tap F-md trong C"

sao cho G CU. Gia st u e F-PSH(U), ve F-PSH(G)

va F-limsupw (2) < u(C) vdi moi ¢ € rG NU. Khi do, ham
G3z2—C

max (u (2),v(2)) néuz e G,
u(2) néu z € U\G,
thuoc F-PSH(U).
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Sau day, ta nhic lal mot sO tinh chat cua cdc ham F-da diéu hoa

dudi trong [20].

Meénh dé 1.1.8. Gid st Q la tdap con md Fuclidean cia C".

Vi ham f : Q — [—o0; 4+00), cdc khang dinh sau la tuong duong:

(1) fla ham da diéu hoa dudi (theo nghia thong thuong).

(ii) f la ham F-da dieu hoa dudi C-manh (tiic la, vdi moi z € Q,
ton tai mot lan can compact K cia z trong Q va mot day {f;} cac
ham da diév hoa dudi trong lan can md Euclidean ctia K sao cho
{f;} hoi tu déu dén f trén K) va khong dong nhat bang —oo trén bat
ki thanh phan cia Q.

(iii) f la ham F-da diéu hoa dudi va khong dong nhdt bang —oo

trén moi thanh phan cia Q.

Chiing t6i phat biéu va ching minh hai ménh dé sau day ma ching

da dugce dung trong Chuong 3.

Meénh dé 1.1.9. Gid st la tap F-md trong C" vau € F-PSH™(Q).
Gid st x : R~ — R~ la ham 101 tang. Khi dé x ou € F-PSH™ ().

Chitng minh. Theo Dinh 1i 1.2.2, ton tal mot tap da cyc F-dong, E C
Q2 sao cho v6i mdi z € Q\E, ton tal mot tap F-md O, C £ va mot
déy giam cta cdc ham da dieu hoa dudi {¢;} xdc dinh trén lan can mé
Euclidean cta O, sao cho ¢; N\, u trén O,. T x o ¢; la cac ham da
dieu hoa dudi trén cdc lan can mé Euclidean ctia O, va x o p; \y x ou
trén O, thi theo Dinh 1i 3.9 trong [20] ta ¢c6 xyou € F-PSH (O,). Do
do6, x ou € F-PSH (Q\FE). Hon nita, tir x o u la F-lién tuc trén 2,
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thi theo Dinh 1If 3.7 trong [20] suy ra rang xy ou € F-PSH (). O

Meénh dé 1.1.10. Gid st Q la tap F-md trong C" va ¢ la ham da
diéu hoa dudi chat tren C", tic la véi moi z € C, ton tai lan can
md Euclidean U ctia z va ¢ > 0 sao cho ham ¢ — c|z|* la da diéu

hoa dudi trén U. Gid st u,v € F-PSH () sao cho

/ (ddp)" = 0.

QN{—oo<u<v}

Khi do u > v trén ().

Chitng minh. Gia st z € QN {u > —oo} va A > 0 véi u(z) > —A.
Chon r > 0 va iy € PSH (B(z,7)) sao cho
Y(z) > —tvaB(z,r)N{yY > -1} C Q.

Dat
; max(—4\, u + 4 ) trén Q
—4\ tren B(z, r)\Q
va
max(—4\, v+ 4\y)  trén
g:=

—4\ tren B(z,7)\S2.
Theo Ménh dé 1.1.7 va Ménh dé 1.1.8, suy ra f,g € PSH™ (B(z,r)).
T gid thiét, ta co
0< / (ddp)" < / (ddp)" < 0.
B(z,){—o0< f<g} QN {—oco<u<uv}
Diéu nay suy ra f > g trén B(z,r). Vi thé | u(z) > v(2), va do do,

u > v trén QN {u > —oo}. Tt u,v la F-lién tuc, theo Dinh 1f 3.7
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trong [20], ta ¢6 duge u > v trén €. ]

1.2 Toan tit Monge-Ampere phtc

Trude hét, ching t6i nhic lai hai dinh nghfa va hai dinh 1f trong [22].

Dinh nghia 1.2.1. Béi QB(C"), ta hiéu d6 1 o-dai s6 tréen C" duge

sinh bai cac tap Borel va céc tap con da cuc cua C™.

Dinh 1i 1.2.2 (|22]). Gid st u la ham F-da diéu hoa dudi trén U.
Khi dé ton tai tap da cuc F-dong E trong U sao cho u la F-da diéu
hoa dudi C-manh trén U\FE.

Dinh 1i 1.2.3 (|22]). Gid st uy,us,v1,v2 la cdc ham da diéu hoa
dudi trén mién Q C C". Néu u; — up = vy — v9 trén tip F-md

O CQ thi (ddc(ul — u2))n|0 = (ddc(?}l — Ug))n‘o.

Tt két qua trén, ta c6 thé xac dinh dude toan tt Monge-Ampere cho

cac ham F-da dieu hoa dué6i hitu han. Ta ¢

Dinh nghia 1.2.4. Gia st 2 la tap F-mé trong C" va QB(£2) 1a han
ché ctia QB(C") tren Q. Gia st uq, ..., u, € F-PSH(Q) 1a hitu han.
St dung tinh chat tya-Lindeldf ctia F-topo va Dinh 1f 1.2.2, ton tai mot
tap da cuc £ C €, mot day cia cac tap con F-m6 {Oy} va cac ham
da diéu hoa dudi f;x, g;x xac dinh trén céc lan can Euclidean ctia O

sao cho Q= EUU;—, O vauj = fir — gjx trén O.
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Ta dinh nghia Op := 0 va

dduy A ... N ddu, =

8&\

1.1
/ dd*(fr; — g15) Ao Ndd(faj — Gnj), )
AN(0;\UjZo Ox)
A e QB(Q).
Theo Dinh 1i 1.2.3, cong thic (1.1) xac dinh mot do do trén F.

1

J

Chu ¥ rang do do nay khong phu thude vao {O}, {fjr} va {g;jx}. Ta

noi n6 1a do do Monge-Ampére phiic ciia cac ham F-da diéu hoa dudi.

Sau day, chung toi dua ra mot s6 két qua thong qua ba ménh dé, ma
ching da duge st dung trong Chuong 3.
Meénh dé 1.2.5 ([8]). Gid st Q la tgp F-md trong C" va gid su
ULy ..oy Upy € F-PSH(Q) la hiu han. Khi do

dduy A ... AN dduy, la mot do do khong am trong QB(S2).

Ménh dé 1.2.6. Gid st Q la tap F-md trong C" va p la do do
khong am trén QB(Q). Gid st u,v € F-PSH(Q?) la hdu han sao
cho (dd“u)"™ > p va (ddv)" > p trén Q. Khi do

(dd® max(u,v))" > u tréen Q.

Chatng minh. Dat v; 1= max(u,v — %), ¢ d6 j € N*.
Theo Dinh Ii 4.8 trong [22], ta c6

(ddcvj)n > 1{u2v}(ddcu)n + 1{u<v—1}(ddcv)n

J

> 1{u2v}u{u<v—%}:u'
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Tt v; / max(u,v) trén €, theo Dinh 1 4.5 trong [21], ta c6 dugc
(dd® max(u,v))" > u trén €. ]

Két qué sau day cho ching ta tinh tuya-lien tuc ctia toidn tit Monge-
Ampere va céc day don dieu F-da diéu hoa dudi.
Meénh dé 1.2.7. Gid st la tap F-md trong C" vau € F-PSH ™ (Q)
la hdu han. Gid st {u;} la mot day don diéu cia cic ham F-da diéu

hoa dudi am, hdu han, sao cho u; — w h.k.n. trén ). Khi doé

[ty < tmint [ g
Q

J—r+0o0
vd1 moi ham [ khong am, bi chdn, F-lién tuc trén Q.

Chatng minh. Theo Dinh 1i 3.9 trong [20], ton tai mot tap da cuc, F-
dong E C 2 sao cho u; — u tréen Q\E. Theo Dinh If 4.5 trong |21,
ta tim duge day do do (dd®u;)™ hoi tu F-dia phuong t6i (ddu)” trén
Q\E. St dung tinh chét tya-Lindelsf ctia F-topo (Dinh 1i 1.1.3), ton
tai mot tap da cuc F C Q\E, mot day céac tap con F-m6 {O} va céc
ham khong am F-lién tuc xi trén C" véi gia compact trong Oy, sao cho
NE=FUU;2;0k 0<x:<1,> 7 xp =1tren Q\(FUF) va

/ka(ddcu)” = lim /ka(ddcuj)”, v6l moi k > 1.
J—+0o0
Oy,

/f (dd‘u) / F(dd“)

Suy ra
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= li (dd°
Rty (Z Xk) w)"

< lim inf / f(ddu;)"

J—+00

1.3 Ham F-da diéu hoa duéi cuc dai

Bay gio ta gidi thieu 16p ham F-da diéu hoa dudi ¢6 nhiéu tieén ich
trong Li thuyét F-da thé vi.
Dinh nghia 1.3.1 ([21]). Gia st Q C C" la tap F-md va gia st u €
F-PSH(Q). Ta néi rang u 1la F-cyc dai trén  néu véi mdi tap F-md
bi chin G ctia C" véi G C €, va v6i mdi ham v € F-PSH/(G) sao cho

o . . o =F .
v bi chan trén trén G va mo rong F-nua lién tuc trén t6i G- , thoa man
v<utrén 0rG = v < u trén G.

Vi du: Moi ham da diéu hoa dudi cuyc dai bi chin trén tap mod
Euclidean U trong C" déu 1a ham F-da dieu hoa dudi F-cyc dai trén
U.

Trong bai bao [21], El Kadiri va Smit d& ching minh mot s tinh
chdt co ban cta ham F-da diéu hoa dudi cyc dai. Ho da ching minh

mot dieu kien can dé mot ham F-da diéu hoa dudi 14 F-cuc dai.

Meénh dé 1.3.2 ([21]). Gid su f la ham F-da diéu hoa dudi F-cuc
dai, hitu han trén F-mién U trong C". Khi dé ta cé (dd°f)" = 0.
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Céac két qua quan trong vé ham F-da dieu hoa dudi cyc dai duge

chiing toi phat biéu va ching minh trong hai ménh dé sau day.

Meénh dé 1.3.3. Gid st Q la tap F-md trong C*. Gid s u la ham
F-da dieu hoa dudi bi chan trén ).
Khi dé, cac dieu kién sau la tuong duong:
(a) w e F-MPSH(Q).
(b) u+ g € F-MPSH(Q), vdi méi ham da diev hoa g trén C".
(¢c) Vdi moi v € F-PSH(Q) va vdi moi tap F-md G C Q vdi
GcCQ, taco

sup(v —u) < sup(v — u).
G O\G

Chiing minh. (a) < (b) 1a 10 rang.
(a) = (¢). Gia suv € F-PSH(Q) va gia st G 1a mot tap F-md véi
G C Q. Dat

M :=sup(v — u).
O\G

Khong mat tinh tong quét, ta c6 the gia sit M < 4-o00. Khi d6, v— M <
u tréen Q\G. Dic biet, v — M < wu trén 0rG, va vi thé, v — M < u
trén G. Vi vay,

sup(v —u) < M = sup(v — u).
G O\G

(c) = (a). Gid st G 1a mot tap F-md trong C" véi G C €, va gia

stt v € F-PSH(G) sao cho v bi chan trén trén G, mé rong F-nta lién
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=N R -
tuc trén t61 G° , va v < u trén 0rG. Dat

max(v,u) trén G,
=
u tren Q\G.

Theo Ménh dé 1.1.7, ta ¢c6 p € F-PSH(Q). Suy ra

sup(v — u) < sup(p — u) < sup(p —u) = 0.
G G O\G

Vi thé, v < u trén G. O

Meénh dé 1.3.4. Gia st Q la tap F-md trong C* va u la ham F-da
diéu hoa dudi bi chan trén Q. Gid st véi moéi = € C", ton tai mot
lan can mo Fuclidean V, C C" cua z sao cho u|vzmQ la F-cuc dar

tren V, N Q. Khi do, u la F-cuc dar trén €.

Chiing minh. Gid stt v 1a ham F-da diéu hoa dudi trén Q va gid st G
I tap F-md bi chan tren C” sao cho G C . Chon R > 0 sao cho
G C B(0,R). Cho ¢ > 0. Dat v-(2) := v(z) + ¢|z|%, 2 € Q. Chon
{p;} C Gsaochop; —peGva

lim [v:(p;) — u(p;)] = Stép(ve —u).

Jj—+00
Cho r > 0, sao cho B(p, 3r) € B(0, R) va u 1a ham F-da diéu hoa dudi
F-cite dai tréen B(p, 3r) N Q. Khong mat tinh tong quét, ta ¢ the gia
st rang {p,;} C B(p,r). Dat
2

9-i(2) :==elz — pj|* —¢|z)?, 2 € C".

R6 rang rang g. ; 1a cac ham da diéu hoa trén C". Theo Ménh dé 1.3.3

ta 6 u+g. j 1a cac ham F-da dieu hoa dudi F-cuc dai trén B(p, 3r)N§,
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va vi thé, 1an ntta 4p dung Meénh dé 1.3.3, ta dugc

Sgp(vg —u) = jggloo[v(pj) —u(p;j) — gej(pj)]

< sup (v—u—g;)
GNB(p,2r)

A\

< sup (v—u—ge;)
(QNB(p,3r))\(GNB(p,2r))

< max sup (v —u— ga,j), sSup (”U —u- 96,3')
(QNB(p,3r))\G G\(B(p,2r))

< max ( sup  (ve —u), sup (ve—u-— 57“2)) :
( )

QNB(p,3r))\G G\(B(p,2r
Vi vay
sup (ve —u) =max( sup (v-—wu), sup (ve—u))
QNB(0,R) GNB(0,R) (QMB(0,R))\G
<max( sup (v.—u)—er’, sup (v. —u))
QNB(p,3r) (QNB(0,R)\G
<max( sup (ve—u)—er’, sup (v, —u)).
QNB(0,R) (QNB(0,R)\G
Suy ra
sup (ve—wu)=  sup (v. —u).
QNB(0,R) (QNB(0,R)\G
Do do

sup(v — u) < sup(v. — u)
G G
< sup (v:—u)—er’
QNB(0,R)
=  sup (v. —u)—er?
(QMB(0,R)\G

< sup (v—u)+eR?
(QNB(0,R)\G
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< sup(v — u) + eR?.
O\G
Cho € \( 0, ta dugc
sup(v — u) < sup(v — u).
G O\G
Theo Ménh dé 1.3.3 cho ta thay w 13 ham F-da dicu hoa dudi F-cuc
dai trong 2. O
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Két luan cta Chuong 1

Trong chuong nay, ching toi di trinh bay mot so kién thiic can thiét
vé F-topo, dinh nghia va mot s6 tinh chat ctia ham F-da dieu hoa dudi
va ham F-da diéu hoa dudi cye dai. Dong thoi ciing da dua ra mot s6
két qua ([39], [40], [46]) ma d& duge sit dung trong céc chuong sau. Cu
thé, da dua ra dinh nghia vé Toan tit Monge-Ampere phitc ma da st
dung trong hai chuong sau, da dua ra Ménh dé 1.3.3, Ménh dé 1.3.4 (da
duge si dung trong Chuong 2) va cdc Ménh dé 1.1.9, Ménh dé 1.1.10,
Ménh dé 1.2.5, Ménh dé 1.2.6 Ménh de 1.2.7 (da duge st dung trong
Chuong 3).



Chuong 2

Tinh chat dia phuong ctia ham

F-da diéu hoa duéi cuc dai

Nhu da trinh bay ¢ phan Md dau, trong chuong nay ching toi dua
ra nhitng diéu kien dé tinh chat F-cuc dai ctia mot ham F-da diéu hoa
dudi tréen mot tap F-md € trong C" nhan duge tu tinh chat F-cye dai
dia phuong trén €. Cu thé: Dinh 1f 2.1.2 chi ra rang, doi véi mot ham
F-da diéu hoa duéi lien tuc trén Q thi ham d6 F-cue dai trén Q khi va
chi khi n6 la F-cuce dai F-dia phuong trén €.

Tiép theo, ching to6i md rong két qua trén, thay thé diéu kieén lién tuc
trong Dinh 1i 2.1.2 bdi dieu kien "yéu" hon 1a b3 chdn ctiia ham F-da
diéu hoa dudi trén mot tap F-md Q trong C". Két qua nhan duge 1a
Dinh 1i 2.2.2, chi ra rang tinh chat F-cyc dai 1a tuong duong véi tinh

chat F-cuyc dai F-dia phuong.

36
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2.1 Tinh cuc dai dia phuong ctia ham F-da diéu hoa duéi

lién tuc

Trong muc nay, ching toi sé chi ra rang, doi véi mot ham F-da diéu
hoa dudi lién tuc trén € thi ham dé F-cuc dai trén 2 khi va chi khi né
la F-cuc dai F-dia phuong trén €.

Trude hét, ta co dinh nghia sau:

Dinh nghia 2.1.1. Gia st Q@ C C" la tap F-md va gia st u €
F-PSH(Q). Ham u dugc goi 1a F-cuc dai F-dia phuong trén Q néu
vol moi z € C", ton tal mot lan can F-md V, € C" cla z, sao cho

u\VZﬂQ 14 F-cuc dai trén V, N €.
Két qua quan trong nhat ctia muc nay 1a dinh 1i sau day.

Dinh 1i 2.1.2. Gia si Q2 la tap F-md trong C". Gid s¢ u la ham
F-da dieu hoa dudi lien tuc trén Q. Khi dé u la F-cuc dai trén €

néu va chi néu né la F-cuc dai F-dia phuong trén .

Chitng minh. Ching minh diéu kién can 13 ro rang.

Bay gio ta dua ra ching minh cua diéu kién du. Theo Ménh dé 1.3.4,
viéc con lai 1a ching minh v 1a F-cuie dai dia phuong trén €, va vi thé,
khong mat tinh tong quat, ta c6 the gia st Q C B(0, R). Gia st G 1a
mot tap F-md, bi chan trong C* véi G C €, va giastv € F-PSH(G)
sao cho v bi chin trén trén G, thac trien F-nita lién tuc trén t6i @f va,

v < uwutrén 0rG. Gia su e > 0.
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max(v(z) + &(|z]? — R?),u(z)) néuzeG,
ve(2) ==

u(z) néu z € Q\G.
Theo Ménh dé 1.1.7, ta ¢6 v. € F-PSH(Q).
Gia su

sup(v. —u) > dg > 0.
G

Chon {p;} C G sao chop; = p € G, v-(p;) —u(p;) > & v6i moi j > 1

Va

lim [ve(p;) — u(py)] = Slép(va —u)

Jj—+o0
= sup(v: — u).
0

Trude hét, ta chiing minh

lim sup v (p;) < v:(p).

J—r+00
That vay, gia sit § € (0,dg). Tit w 13 lien tuc trén G nén ton tai mot

ham tron f xéc dinh trén C", sao cho
u< f<u+dtren G.
Chon ¢, € PSH(B(0, R)) N C*(B(0, R)), sao cho

f =@ —1 tréen B(0, R).

max(v. + ¢, f +1) trén G,

[+ tren B(0, R)\G.
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Tiv. <u < ftrén G, tit Ménh dé 1.1.7, taco w € F-PSH(B(0, R)),
va vi thé, theo Ménh de 1.1.8, ta c6 w € PSH(B(0, R)). Do do, w 1a
ham nita lién tuc trén trén B(0, R).
Badi vi

ve(pj) — f(pj) = v=(p;) — ulp;) — 0 >0,
ta c6 w(pj) = v-(p;) + Y (p;).

Ta suy ra

lim sup v:(p;) = limsup[w(p;) — ¥(p;)]

j—+00 J—r400

< w(p) — ¥(p) < max(ve(p), f(p))

< max(v.(p), u(p) + 0).

Cho 0 \( 0, ta co

lim sup v, (pj) < max(v:(p), u(p))

Jj—+o0

= ve(p).

Day la diéu phai chitng minh.

Bay gig, do u la ham lién tuc nén ta co
ve(p) —u(p) < Sgp(ve — u)

= lim sup[v:(p;) — u(pj)]

J—r+o0

= lim sup ’Ug(pj) — U(Z?)

J—+o0

< 'Us(p) - u(p)
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Do do6

ve(p) — u(p) = sup(ve — u) = sup(v. —u) > 0.
G 0

Suy ra p € QN {v: > u}. Theo Dinh 1 3.1 trong [26], diéu nay dan dén
QN {v. > u} lalan can F-ma cua p.

Gia st r > 0 va gia st ¢ € PSH(B(p, 2r)), sao cho
o(p) = 0, B(p,2r) N{¢ > =2} C QN {v: > u}
va u 1a ham F-da dieu hoa dudi F-cuc dai trén B(p, 2r) N {¢ > —2}.
Khong mat tinh tong quat, ta c6 thé gia sit ¢ bi chan tren B(p, 2r).
Dat

g(z) i=¢lz —p|* —e(|z]* = R?), z € C".

T ¢ 1a ham da dieu hoa trén C", theo Ménh dé 1.3.3, ta ¢6 u + g la
ham F-da dieu hoa dudi F-cuc dai trén B(p, 2r) N {¢ > —2}.
Lay 0 > 0. Mot lan nita, bang cach ap dung Meénh dé 1.3.3, ta duge

sup(ve — u) = v:(p) — u(p)
Q

= v(p) + ¢ (p) — u(p) — g(p)
< sup (v+d¢—u—g)
(B(p,2r)"{¢>—2})\(B(p,r)n{g>—1})

< max sup (v+ ¢ —u—g),
B(p,2r)n{—2<¢<—-1}

sup (v—i—&b—u—g))

(B(p,2r){¢>—2})\B(p,r)

< max sup (ve — 0 — ),
B(p,2r)n{—2<¢<-1}
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sup (Ve 4+ 8¢ — u — er?)
(B(p,2r)n{¢>—2})\B(p,r)

< max | sup(v: — u) — 6, sup (Ve + 8¢ —u —er?) | .
Q B(p,2r)N{¢p>—2}

Suy ra

sup(v. —u) < sup (ve + 8¢ — u — er?)
Q0 B(p,2r)N{¢>—2}

< sup(v. —u) + 6 sup ¢ — er’.
Q B(p,2r)

Cho 0 N\ 0, ta dugc

sup(v. — u) < sup(ve —u) — er’.
0

Q
Diéu nay khong thé. Do do,

sup(v. —u) < 0.
G

Vi vay
sup(v — u) < sup(ve — u) + eR* < eR?.
G G
Cho € \, 0, ta dugc

sup(v — u) < 0.
G
Suy ra v < w trén G. Vi thé, u 13 ham F-da dicu hoa dudi F-cuc dai

trén €. O

2.2 Tinh cuc dai dia phuong ctia ham F-da diéu hoa duéi bi

chan

Trong muc nay, ching toi sé chi ra diéu kién "yéu" hon 1a bs chin

ciia mot ham F-da diéu hoa dudi, dé dam bao diéu kién can va di, mot
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ham F-da dieu hoa dudi F-cye dai 14 F-cye dal F-dia phuong, do 1a
md rong két qua ¢ muye trén, véi mot ki thuat ching minh mdéi. Day 1a
mot trong s6 cic két qué c6 ¥ nghia khoa hoc, vi n6 dung cho cac ham
F-da dieu hoa dudi trén cac tap F-md. Ngoai ra, ching toi ciing chi ra
mot 1tng dung doi véi mot 16p ham F-da dieu hoa dudi F-cuc dai bi
chan.

Trude hét, ta can phat bicu va chitng minh bo dé quan trong sau day.
Bo dé 2.2.1. Gid st D la mién siéu 167 trong C" va gid st {¢;}
la mot day cdc ham da diéu hoa dudi zdc dinh trén cdc tap con md

Euclidean U; cua D sao cho
UJu;eD.
j=1

Khi dé, ton tai mot day tang ctua cdc ham da diéu hoa dudi am bi
chan {Yr} trén D sao cho:
(i) Y — 0 tréen D\E, ¢ d6 E C D la tap da cuc;

(1t) @; lien tuc tren U; N {yp > —1}, vdi moi j,k > 1.

Chitng mainh. Theo tinh tya-lién tuc doi vl cdc ham da dieu hoa dudi,
ton tai mot day cac tap con mdé {G,;} cia U; sao cho ¢, 1a lien tuc

tren U;\G,; va
1

OG0, Uj) < 57

6 d6 Cn(Gjy, U;) la dung lugng cia G, doi véi U; va duge xac dinh
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bai

Cn(Gjy,U;) :==sup /(ddcw)” tw € PSH(U;), -1 <w<0
G

V6i moi k € N, xac dinh

*

Vp = | sup{ ¢ € PSH™ (D) : p < —1 trén U Gy ,
min(j,0)>k

G d6 * ki hieu chinh qui héa nua lién tuc trén D.
Céc ham ¢y, € PSH (D) va —1 < ¢y < o1 < 0 trén D.
T ¢ lien tuc trén U;\Gj i va i = —1 trén G i, ham ; lien tuc trén

U; N {y, > —1}
Bay gio,tt |J GuCc UUreDva |J Gy lacac tap mo
min(j,0)>k k=1 min(j,0)>k

Euclidean, Hé qua 4.6.2 trong [43] cho ta

Jaor=c.| U Gup

o min(j,l) >k
Dat ¢ := kll_glo Y trén D va B = D N{yY < y*}.
Khi do
U € PSH (D) N L™(Q),~1 < ¥* <0, lim 1°() = 0,
Y S hkn, va E 1a tap con da cie cua D.
Theo tinh chat tya-lién tuc cia toan ti Monge-Ampere, ta ¢
/ (dd**)" < lim inf / (dd“y)"

k—o00
D D

= liminf C), U G, D
k—00
min(j,0) >k
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< lim inf Z Cn (Gj1, D

k—00
min(j,0)>k

< 11]£I_1>})I01f Z Y = 0.
min(j,l)>k

Vi thé, He qua 3.7.4 trong [43] suy ra ¢¥* = 0. ]
Két qua quan trong nhat ctia muc nay 1a dinh 1i sau day.

Dinh 1i 2.2.2. Gid su Q la tap F-md trong C" va gid st u €
F-PSH(Q) la bi chin. Khi dé, cic khang dinh sau la tuong duong.
(i) u la F-cuc dai trén Q.
(11) u la F-cuc dai F-dia phuong trén €.
(173) (dd°u)" = 0 trén QB(S2).

Chitng minh. (i) = (ii) 1a hién nhien.

(ii) = (iii) xem Dinh Ii 4.15 trong [21].

Bay gio ta ching minh (iii) = (i).

Khong mat tinh tong quat, ta cé thé gia st —1 < uw < 0 trén .

Theo Dinh 1i 4.15 trong [21] nén ton tai mot tap con da cyc F-dong
F clia Q sao cho u la F-cyc dai F-dia phuong trén Q\F. C6 dinh
z € Q\F. Chon r, > 0 va ¢, € PSH(B(z,7.)) N L>®(B(z,7,)) sao
cho

0.(z) >0, U, :=B(z,7,) N{p, > 0} C Q\F va u la F-cyc dai trén
U..

Theo tinh chat tya-Lindelof cia F-t6po nén ton tai mot day {z;} va
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mot tap da cuyc F-dong P chita F' sao cho
+00

a=rul JU.,

j=1

Theo Ménh dé 2.5 trong [21], ta chi can ching minh u 1a F-cyc dai trén
O\P. Gia sit G 1a mot tap F-md bi chin trong C" véi G C Q\P va
gid st v € F-PSH(G) sao cho v bi chan trén trén G, thac trien F-nita
lién tue trén t61 @f vav < wutrén OrG. Codinh 0 < r < R < 400 sa0
cho G +B(0,3r) € B(0, R). Theo Bo dé 2.2.1, ton tai mot diy ting
cia cac ham da diéu hoa dudi am, bi chin {4y} trén B(0, 2R), sao cho:

(i) ¥ — 0 trén B(0,2R)\L, v6i L C B(0,2R) la tap da cuc;

(i) @2, lien tuc trén B(0, R)NB(z;, r., ) {¢x > —1} véimoi j, k > 1.
Ta dinh nghia

max(u, v + ¢; + %(\z|2 — R?)) trén G,
v =

u tren Q\G.
Dé thay rang —1 < u <wv; <0 va u = v; trén Q\G.
T v+, + %(\z|2 — R?) < v < w trén 9xG, theo Meénh dé 1.1.7, suy
ra v; € ]:-7)87'[(9)
Gia su

d; :=sup(v; — u) = sup(v; — u) > 0.

G Q

Gid stt {pjx} C G sao cho p;x — p; € G khi k — 00
va

lim [vj(pj,k) — U(pj,k:)] - 5]"

k—o00

e 00
Tipe GCOQ\PC | U, ton tai m > 1 sao cho p; € U,, .
m=1
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Dét r; := T min(r, 7., — |2m —p;|) va dat U := B(p;, 4r;) N{p., > 0}.

Khong mat tinh tong quat, ta c6 thé gia si rang

Pk € B(pj,7j)

Vay
5.
Uj(pj,k) - U(pj,k) > 53 v6l moi k > 1.
Suy ra
d; Y
ilpix) = vi(pia) > ulpin) + 5 > =1+ 5

Vithe, pjr € {¢; > -1+ %J} voi moi k > 1. Hon ntta, do v; la nia

lién tuc trén, cho nén
_ s
pi €GNy > -1+ 2}

Cht y rang pj,pjx € B(0, R) N B(zy,72,,) N {y; > —1} va ¢, lién
tuc trén B(0, R) N B(zp, 72, ) N {¢; > —1}. Khi d6,

k—o0
Khong giam tinh tong quat, ta ¢ thé gia st

1

szm(pj,k;) > §<,Dzm(pj) v6l moi k > 1.

, max(u,v + ;) trén G,
j =

u tren Q\G.
Do v+ 1¢; < v < w trén OrG nén theo Menh dé 1.1.7, ta ¢6 h; €
F-PSH(§2). Xét cac ham da diéu hoa g, trén C", xéc dinh béi

1 1 .
gj,k(z) = 3|Z — Pjk - 5(|Z|2 - 32)7 z e C".
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Gia st € > 0 v6i 8 < ¢, (p;). Khi d6 ta co ¢, (pjr) > 4e v6i moi
k> 1.
Tit dang thitc

Uj(pj,k) - U(pj,k) = hj(pj,k) - U(pj,k) - gj,k:(pj,k)a

ta suy ra

vi(pjk) — u(pje) + 4e”
< vi(pjk) + €02, (D) — w(pjik)
= [hj(pjk) + €0z, (Pix)] — [uPjk) + 9jk(P)k)]

< sup [(hj +epz,) — (u+gjx)].
B(p;,3r;) " { @z, >2e}

Theo Meénh deé 1.3.3, ta suy ra u + g;; la cadc ham F-da dieu hoa dudi

F-cyc dai trén U. Vi thé, 1an ntta, ap dung Ménh dé 1.3.3, ta duge

vi(pjx) — ulpjp) + 4e>

< sup [(hj +ep.,,) — (u+ gji)]
B(pj,3rj)ﬁ{gp,2m>2a}
< sup [(hj +ep.,,) — (u+ gjr)]-

U\(B(p;,37;){@zm >2¢})

Hon nta, tit bao ham thiic

U\(B(pj, 3r;) N {p.,, > 2¢})
C (U\B(pj,3r;)) U (B(p;, 4r;) N { 0 < ., < 2¢}),

ta suy ra
vi(pjn) — u(psx) + 4€°

< max sup [(hj +eps,,) — (u+ gjx)l,
U\B(p;,37;)
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sup [(hj +ep.,,) — (u+ gj,k)]> :
B(pj,4r;)N{0<p.,, <2¢}

Chut ¥ rang p;r € B(p;,rj) va danh gid sau day
1 .
hj = gjk < vj — 5|z —pjxl> < vjtrén U,

ta dat dugce
2
1 9 Ty
hj —gjr <vj— 3\2 —pikl” <vj— n tren U\B(pj, 3r;).

Vi thé,
vi(pix) — ulpjr) + 4e>

2
T~

< max sup  (v; +ep,,, —u— L),
U\B(p;,3r;) J

sup (vj —u+ep,,,)
B(pj,47”j)ﬁ{0<<,02m<26}

2
re
< max | sup(v; —u) +esup ¢, — 2, sup(v; — u) +2¢* | .
Q U J Q

Zm

Bay gio, cho k — oo, ta duge

sup(v; — u) + 4
0

Q U

Zm

2
r4
< max (sup(vj —u) 4+ esupp,, — -, sup(v; —u) + 2£2>
J
2
"
= sup(v; —u) +esup p,, — —.
Q U. J

Zm

Cho € N\, 0 ta nhan dugc

2

re

sup(v; — u) < sup(v; —u) — .
0

Q0 J
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Diéu nay 1a vo 1i. Do do,

sup(v; — u) <0,
Q

hodc ta co

1
v+ + ~(|]2]* = R?) < w trén G.
J

Cho 7 7 oo, ta ludn ¢6 v < u bén ngoai mot tap da cue L cia G.

T u, v 1a F-lien tuc, theo Dinh 1f 3.7 trong [20], ta dugc v < wu trén
G.

Do do, u 1a F-cuc dai trén Q\P. ]

T dinh If trén, ching toi dua ra vi du vé 16p ham F-da diéu hoa

dudi F-cuc dai thong qua hé qua sau.

Hé qua 2.2.3. Gid su ) la tap F-mo trong C" va qia st u €
F-PSH(Q) la bi chan. Khi dé, vdi m € N*, ta cé
uwom e F-MPSH(Q2 x C™),

¢ do m: C"™ — C" la phép chiéu chinh tdc.

Chitng minh. Dé thay rang u o 7 1a F-lién tuc, bi chan tren Q x C™.
Theo Dinh 1f 1.2.2 ¢6 mot tap da cyc F-dong E cua €, sao cho vii bt
ki z € Q\E, ton tai mot lan can F-md K, cla z véi K, C Q\E va
mot day giam clia cdc ham da diéu hoa dudi lien tuc {f,;} xdc dinh

trén cac lan can mo Euclidean O, cia K, sao cho
ferx — u déu trén K, khi k — oo.

T fopom € PSH(O,, x C™), nén



50
uom € F-PSH(K, x C™).
Vithé, uonm € F-PSH((Q\E) x C™).
Hon ntta, tit £ x C™ 1a mot tap da cuc trong C"™, theo Dinh 1i 3.7
trong [20], ta dugc uom € F-PSH(2 x C™).
Tiép theo, boi Ménh de 3.5 trong [32] ta suy ra f,; o m la cdc ham
da dieu hoa dudi cyc dai trén O, x C™.

Diéu nay suy ra rang
(ddf., 10 )" =0 trén O, x C™.
Vi thé, theo He qua 4.6 trong [21],
(ddu o )" =0 tren K, x C™,

suy ra

(ddu o m)"™™ = 0 tren (Q\E) x C™.
Tiu £ x C™ la mot tap da cuc cia C*t™, khi d6 ta di dén
(dd°u o )"™ =0 tren Q x C™.

Theo Dinh 11 2.2.2, suy rauon € F-MPSH(2 x C™) . ]
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Két luan ctia Chuong 2

Trong chuong nay, ching t6i da trinh bay Dinh 1i 2.1.2 va Dinh Ii
2.2.2. Cu thé, da dua ra mot ki thuat ching minh méi, da ching minh
duge sy tuong duong gitta cue dai dia phuong va toan cuc doi véi 16p
ham F-da diéu hoa dudi trén tap F-md cta C", vdi dieu kien ham do
lien tuc hoic bi chdn. Ching toi da dua ra Bo dé 2.2.1 va da st dung
bo dé nay dé chitng minh Dinh 1f 2.2.2. Chuong nay ciing dua ra vi du

ve 16p ham F-da diéu hoa dudi F-cyc dai thong qua He qua 2.2.3.



Chuong 3
Xap xi ham F-da diéu hoa duéi

Nhu da néi 6 phan mé dau, trong chuong nay, ching toi dia ra nhitng
diéu kien di dé mot ham F-da diéu hoa dudi v trén mot tap con mé
Euclidean € duge xap xi bdi mot day tang cidc ham da diéu hoa dudi.
O day, viee xap xi ham u duge hiéu theo nghia, u 6 thé duge xap xi
b6 mot day tang cac ham da diéu hoa dudi tron xac dinh trén lan can
Euclidean cua €2.

Bang cach dua ra cic khai niém mién F-siéu [04, dinh nghia 16p ham
F-da dieu hoa dudi Ey(2) va FH(Q), ching toi da ching minh Dinh 1f
3.3.1, trong d6 khang dinh ring méi ham u € F,(Q) (p > 0) déu xap

x1 bdi mot day tadng cdc ham da dieu hoa dudi trén lan can cia Q.

3.1 Lép & cua cac ham F-da diéu hoa duéi

Trude hét, ching toi dua ra khai niém mién F-siéu 101, dinh nghia

16p E(2) cia cdc ham F-da dieu hoa dudi trén €.

92
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Dinh nghia 3.1.1. Mot F-mién bi chan Q trong C" duge goi 1a F-
siéu 101, néu ton tai ham vq xac dinh trén mot mién sieu 16 bi chan
Y, sao cho Q = Q' N {yg > —1} v —yq la F-da diéu hoa dudi trén
Q, vqg € PSH (V).

Ta no6i rang, mot ham F-da diéu hoa dudi am bi chan v xac dinh
trén mot mién F-siéu 10i bi chian Q thude ldp £ (), néu

[(dd“u)™ < 400 va véi méi € > 0 ton tai § > 0 sao cho
Q

Qn{u < —e} Cc QA N{yq>—-1+4}.
Vi du: Hum v = |2|* — 1 thuoc 16p &(B(O, 1)).
Meénh dé 3.1.2. Gid st Q la mién F-siéu 107 bi chan trong C*. Khi

do Ey(Q) #£ 0.
Chitng minh. Gia st € 13 mién siéu 161 bi chin trong C" va gid si
Yo € PSH () N LX(QY) sao cho Q = Q' N{yg > —1} va —vyq €
F-PSH(Q).
Gia st € E(Q) NC(Y) sao cho —1 <1p < 0 trén .
Chon g¢ > 0 sao cho

G:={Y < =250} N{ya>—-1+25} #0.
Ta dinh nghia

p:=sup{p € F-PSH () : ¢ <max(—1—q,) trén G}.

Tumax(—1—vq,%) € F-PSH (Q) va G 1a F-md, taco p € F-PSH ™ (Q).
Gia st e > 0, chon 0 € (0,¢). Bbi vi

—1 < max(—1—q,¥) < p <0 trén
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va Yo 1& nua lién tyc trén trén ', suy ra

{p<——ctc{v<——<c}n{yg>-1+¢}
C{Yy < ——}n{yvg>-1+¢}

Cc U N{ye>-1+4}.

Ta can chitng minh rang [(dd®p)™ < +oc.
Dat )

max(—2-,p+ 7))  trén

—1 tren '\ Q.
Tt Ménh dé 1.1.7 va Menh dé 1.1.8, ta duge u € PSH(L'). Theo
Menh dé 3.2 trong [21] ta ¢6 p 1a F-cyc dai trén {¢p > —2¢g0t U{—1 <
Yo < —1 4 2e¢}. Hon nita, tit p = u — %”}/Q tren {yq > —1+ &p} va
{ < —go} € €, thi theo Dinh i 4.8 trong [21], suy ra

Jaaor = [ @y

Q {<—eo}U{ra>—1+e0}

- / (@ u = —20)"

YN({p<—eo}U{va>—1+¢e0})
1

< [ s S0 < .
0

Q’ﬂ{1/1<—€0}

Do d6, p € (), va vi thé, E(Q) # 0. N
Chu ¥ rang, moi mién siéu 161 bi chin 1a F-sieu 101
Bay g¢io ta dua ra mot vi du chi ra rang, ton tal mot mién JF-siéu 16

bi chan © ma khong c6 diém trong theo topo Euclidean thong thuong.

Hon ntta, Q thoa man gid thiét cua Dinh 1f 3.3.1.
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Vi du 3.1.3. (a) Gia st A la dia don vi trong C va gia st {a;} C A
sao cho {a,} = A. Dinh 1i 4.14 trong [2] suy ra ton tai ¢; € F(A) sao

0 d6 d4; ki hieu do do Dirac tai a;.
D{lt %‘ =1+ 2+ + P Khi d6 ¢j S f(A), ¢j > wj—i-l tren A

N

va

1 1
/ddcwjZ/ddcsol+---+/dd%0j=§+'“+§<1-

A A A
Dinh If 3.7 trong [42] suy ra ¢ = lim;_, 1 ¢; € F(A).
Tu {a;} C {¢p = —00} cho nén {th = —c0} = A.

Khong mat tinh tong quat, ta c6 thé gia si rang

{v> -3} #0.

T dd“p; = 0 trén A\{ay,...,a;} cho nén ¢, 1la ham dicu hoa trén
A\{a1,...,a;}, va vi the, ¢; 1a lien tuc tren A\{ay, ..., q;}.
Gia st © 1a mot thanh phan lien thong cia tap F-mé AN {y > —1}.
Khi d6 Q khong c¢6 diém trong theo topd Euclidean thong thuong.
Tw — la F-lien tuc va —1p; 7 —1p trén €, thi theo Dinh 1f 3.9 trong
[20], suy ra rang — la F-dieéu hoa dudi trén .
Dinh nghia

(B trén €,

—1  trén A\Q.
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Khi d6 —vq 1a F-dieu hoa dudi trén €. T ¢ > —1 trén Q, ta c6
Yo € SH™(A). Do d6, 2 1a F-siéu 16i.

(b) Tu{ar,...,a;} C {¢p; = —oo} vay; lien tuc tréen A\{ay, ..., q;}
cho nen AN {y; > —1} la tap mo trong C". Gia st Q; la mot thanh
phan lién thong cia tap mé A N {¢; > —1}, chia tap Q. Gid su

h € &(A)NC(A) sao cho —1 < h < 0 trén A va
1 1

R6 rang rang, max(h, —1 —1);) la mot ham vét can ctia ;. Vi thé, Q;
1a siéu 161 bi chan.
Dat

p:=sup{p € F-PSH (Q) : o < max(—1 — g, h) trén G}.
Theo chiing minh ctia Ménh dé 3.1.2 ta c6 p € Ey(Q).
Bay gio ta dat

pj :=sup{p € PSH () : ¢ <max(—1—1;, h) trén G}.
Dé dang thay rang p; € PSH (). Tu ¢; \y 7o trén © cho nén
pj /4 p hkn. trong Q. Do do, Q thoa méan gia thiét cia Dinh If 3.3.1.

Sau day, ta c¢6 ménh deé.
Meénh dé 3.1.4. Gid st Q mién F-siéu 107 bi chan trong C*. Gid
st rang u € E(Q) va v € F-PSH(Q) sao cho u < v < 0 trén Q.
Khi dé v € &(Q) va
Jodaoy < [ oaau

Q Q
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vdi moi p € F-PSH (1) N L>(Q).
Hon nita, néu u = v trén {u > —eo} vdi gg > 0, khi dé

/(ddcv)” = /(ddcu)”.

Q Q

Chiing minh. Gia st €' 13 mién siéu 161 bi chan trong C" va gid si
vo € PSH™ ()N L>®(Q) sao cho Q@ = Q' N{yq > —1} va —q €
F-PSH(). C6 dinh € > 0, chon 6 > 0 sao cho

ON{u< —e} CcUN{yg>—-1+6}.

Tt u < v <0 trén €, ta dugc

Onfv< —etcQOnN{u<—<c}cnN{y>-1+46}.
Ta con phai chiing minh rang

[oraaor < [y
0 0
v6i moi p € F-PSH™ () N L>(N).
Ta xét hai truong hgp sau day.
Truong hop 1. uw = v trén QN {u > —ep} véi g9 > 0.
Gia stt 1 € E(Q) NC(Y). Chon §y > 0, sao cho

QN {Y > 200} U{vg < —1+20}) C QN {u> —g}.
Khong mat tinh tong quat, ta cé thé gia si
—1<u<v<0va—1<p<0trén §.
Dat

max(—%, U+ %fm) trén 2

—L tren 2'\Q



o8

(

) max(—%,v + %'m) trén €
g:=
1 "

=% tren '\ Q
va

(

max(—%, p+ %’VQ) trén 2

P =9 1
~ /
=5 tren '\ Q.

Tt Ménh dé 1.1.7 va Ménh dé 1.1.8, ta duge f, g, € PSH(Y).
Theo Dinh 1i 4.8 trong [22], ta c6

(ddu)™ = (dd“v)"™ trén QN {yq < —1 4 20p}.

Tﬁp:gp—%fm,u:f—%fm,v:g—%wg tren {vq > —1+4dp}
va f =g trén {¢p > =250} U {vq < —1 4 250},
tich phan ting phan, ta duoc

[ oty — @@= [ plday — @y
Q {re>—1+do}
1 ¢ 1 n c 1 n
— / (o — 5—079)[(036[ (g — 6—0%2)) — (dd*(f — 6—0%2)) ]
{va>—1+6d0}

= [t sl (o~ 200" ~ (@ ~ 20
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—_

n—

1

A (@ = 90 A (g - 51

<.
|
o

n—1

_ / (v — u)dd’p A [3(dd°u) A (ddv)"~71] > 0.
Q

J=0

Q/ddc /ddc
[oaaor < [paaay.

Q Q

Suy ra
va

Truong hop 2. Truong hop tong quét.
C6 dinh A € (0,1) va dinh nghia

1, .
v; = max(u, \v — =), 6 d6 j € N*.
J

0)" ]

Tit w = vj trén {u > —%}, theo truong hgp 1 va Dinh 1f 4.8 trong [22],

ta ducce
/ (—p) (ddeu)" > / (—p) (ddev;)"
Q Q
> [ oy =x [ (o
{u<v;} {u</\v—%}
Suy ra

[eoaa = s |vsw [ oo

Q - {u<)\v—%}
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~ [ ooy

Q

3.2 Ldp F, cia cac ham F-da diéu hoa duéi

Trude hét, ching toi dua ra dinh nghia 16p F,(€2) cia cac ham F-da
diéu hoa dudi trén €.
Dinh nghia 3.2.1. Gia st Q 14 mién F-siéu 101 bi chin trong C" va
p > 0. Ki hieu F,(€2) 1a ho cta cic ham F-da dieu hoa dudi am u xéc
dinh trén €2, sao cho ton tai mot day giam {u;} C & () hoi tu diem

t6i w trén €2, thoa méan

Sup/(l + (—u;)P)(ddu;)" < +o0.
j=1
0

Vi du: Ham u = 2|z|* — 2 thuoc 16p F,(B(O, 1)).

Cht ¢ rang, néu u € F,(2) thi u € F,(Q) véi moi ¢ € (0,p).

V6i nhitng khai niém thich hgp duge dua ra, chung toi trinh bay mot
s0 két qua, thong qua cac meénh dé sau.
Meénh dé 3.2.2. Gid st Q la mién F-siéu 107 bi chin trong C" va

p>0. Gid st u € Fp(), {u;} C &E(Q) sao cho uj \,u trén Q va

sup/(l + (—u;)P)(ddu;)" < +00.
j>1
0

/ (dd“u)" = igfl)/(ddcuj)”.

{u>—o0} Q2

Khi do
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Hon nita, néu u bi chan thi

[ oty =sup [ (o)

vdi moi v € F-PSH (1) N L>(Q).

Chiing minh. Ta xét hai truong hap.
Truong hop 1. u bi chan.
Thit nhat, ta chi ra rang néu v € () thi

/(—v)(ddcu)” = s.up/(—v)(ddcuj)”. (3.1)
Q =

That vay, khong mat tinh tong quét, ta co thé gid st rang
—1 <wu < wu; <0 trén €.
Gia st €' 1a mién siéu 10i bi chan trong C"
va gia st yg € PSH™ () N L>(Q), sao cho
Q=0 N{yq > -1} vi —yq € F-PSH(Q).

Gia st {0} 1a day gidm clia cde s6 thye duong sao cho o N\ 0

N

va

2
Qﬂ{v < —E} C Q’ﬂ{’m > _1+25k} v6l moi k > 1.
Dinh nghia
max(min(—kv — 1, i(l +7q) —1,1),0) trén

0 tren C™\€2.



62

RO rang rang x 12 ham F-lién tuc vl gia compact trong €.

Co6 dinh k£ > 1. Dit

max(—é, u + %fm) trén 2
f =
1 A /
|5 tren '\
va
)
max(—%, uj + é’m) trén 2
Ji =9
1 A /
|5 tren '\ Q.

Theo Meénh de 1.1.7 va Menh de 1.1.8, suy ra f, f; € PSH ()N
L>(Q).

Tou=f— %79, u; = f; — é’m trén {yq > —1+ 0}

va {xr # 0} C {yvqo > —1+ &},

thi theo Dinh 1f 3.2 trong [8], ta duge

1
[todany = [ut-o@d(s - 50"
0 9
. C ]‘ n
= Jim [ xe(=0)(dd*(f; = 570))
Q/
= jginoo Xk (—v) (ddu;)".
0
Hon nita, tit {x; # 1} C {v > —2}, ta dugc
1imsup/(—v)(ddcuj)” > /Xk(—v)(ddcu)"
J—o+oo JQ
Q
> lim inf/(—v)(ddcuj)” — lim sup/(l — xx)(—v)(ddu;)"
J—+00 Jj—+0o0
0
> lim inf/(—v)(ddcuj)” — lim sup / (—v)(ddu;)"
J=+0o0 J—+o0

Q {v>-2}
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2
> liminf [ (—v)(ddu;)" — — ddu;)".
> limin /( v)(dd“u;) k?ﬁ‘f/( u;)
0 0
Gia st k 7 400, vi bdl Meénh de 3.1.4, ta ¢6 duge
/(—U)(ddcu)" = lim /(—U)(ddCUj)n = sup/(—v)(ddcuj)".
J—+00 >1
0 0 0
Day 1a diéu yéu cau can chi ra.
Bay ¢io, ¢d dinh p € &(Q) va dinh nghia vy = max(v, kp), ¢ do
k € N*. Theo Ménh dé 3.1.4, suy ra vy € E(). Vi thé, theo (3.1) va

Meénh dé 3.1.4, ta du’OC
/ (—o)(dd°u)" = sup < o) (dd°u)"

k‘Zl
Q

= sup sup —vp) (dduj)" | = Sup/(—v)(ddcuj)”.

k>1 j>1 ji>1

Truong hop 2. Truong hop tong quét.
Gia st k € N*. Tt u; < max(u;, —k) < 0 trén €2, theo Ménh de 3.1.4,
ta co max(uj, —k) € &(Q) va

sup /[1 + (— max(u;, —k))’](dd° max(u;, —k))"

Jj=1

< (14 kP) sup/(ddcuj)" < +00.
j>1
0

Do d6, max(u, —k) € F,(2). Vi thé, theo (3.2) v Ménh de 3.1.4, ta

duge
/(ddc max(u, —k))" = sup/(ddc max(u;, —k))" = sup/(ddcuj)”.

j>1 J=1
0 0 Q
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Hon nta, theo Ménh dé 1.1.9, ta ¢6
— (=)™ P € F-PSH™(Q) v6i moi m > 1.
Vi thé, 1an ntta 4p dung Ménh dé 3.1.4, suy ra

/(—u)min(p’l)(ddc max(u, —k))"
Q
= sup/(—um)min(p’l)(ddC max(u, —k))"

m>1
Q

= sup sup/(—um)min(p’l)(ddc max(uj, —k))"

m>1 | j>1
Q

< sup fsup [ (=)0
m=1 | j=1)

(_uj)min(p,l) (ddcuj>n

Suy ra

1 n
/ (dd° max(u, —k))" < pRSRY s.up/(l + (—u;)?)(ddu;)".
e 4

{us—k}
Do d6, theo Dinh 1i 4.8 trong [22], ta duge

/ (ddu)" = lim / (dd° max(u, —k))"

k—+o00
{u>—o0} {u>—Fk}

= k1—1>1—|1—1c>o (dd® max(u, —k))
0

= Sup/(ddcuj)".
Jj=1 4
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[]

Meénh dé 3.2.3. Gid st Q la mién F-siéu loi bi chin trong C" va
p>0. Gid st u € Fp(2) vav € F-PSH(Q) vdiu <v <O0.
Khi do

v E fmin(p,l)(ﬂ>

/ (ddv)" < / (dd“u)".

{v>—00} {u>—o00}

Ching minh. Gia st {u;} C &/() sao cho

V4

uj N\ u trén €2

Va

sg;l)/(l + (—u;)P)(ddu;)" < +oo0.

0
Dit v; := max(u;,v). Theo Ménh deé 3.1.4, ta c6 v; € & (). Hon nita,

theo Ménh dé 1.1.9, ta c6 —(—v;)™ne:l) € F-PSH™(Q). Vi thé, lan
nita ap dung Ménh dé 3.1.4, suy ra
sup [ 14 (~uy) "0 da,)"

J=1
Q

VA
VR =

S — P

Sup 1+ (—v;)™®D](ddeu;)"
J

< sup
Jj=1

2 + (—u;)P)(ddu;)" < +o0.

T vj \ v trén Q, suy ra v € Fpin(p1)(2). Do do, theo Ménh de 3.1.4



va Ménh dé 3.2.2, ta ¢

[]

Meénh dé 3.2.4. Gid st Q la mién F-siéu loi bi chin trong C" va
p>0. Gid 81 u € Froin(p,1)(2) va v € F-PSH™ () sao cho
(1 + (=u)?)(ddu)" < (1 + (=v)?)(ddv)"
tren QN {u > —oo} N{v > —o0}.
Khi d6 uw > v trén ().

Chiing minh. Gia st o 14 ham da dieu hoa dudi tron chit trén C" sao
cho Q C {p < 0}. Dit v; := max(u, v + %90) tren €2, 6 d6 j € N*.
Trude hét, ta yéu cau

(ddv;)" > (dd°u)" trén QN {u > —oo} N {v > —o0}.

That vay, bdi gid thiét

& 1 n c.\N L+ (_u)p
(dd“(v + 390)) > (ddv)" > 1 (o)

tren QN {u > —oo} N {v > —oo}.

(ddCU)n Z 1{u§v+%w}(ddCU)n

Vi thé, theo Ménh dé 1.2.6, ta ducgc

1{u§v+%w}(ddcvj)n Z 1{u§v+%(p}(ddcu)n trén Qﬂ{u > —OO}ﬂ{’U > —OO}
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Hon nita, theo Dinh 1f 4.8 trong [22], ta ¢6
(ddv;)" = (dd°u)™ trén QN {u > U-l—%(p}ﬂ {u>—oco}N{v > —o0}.
Do do

(ddv;)" > (ddu)" trén QN {u > —oco} N {v > —oo}.

Diéu nay da chiing minh yéu cau.

Tt v; > w trén Q, theo Ménh de 3.2.3, ta ¢6

/ (ddu)" < / (ddvj)" < / (ddu)" < +o0.

{u>—o0} {vj>—00} {u>—o0}
Suy ra 1y s ooy (ddvj)" = 1> ooy (ddu)™ trén Q.
Do d6, theo Dinh 1i 4.8 trong [22], ta duge

/ (dd°y) / (dd°(v + go)) — (dd°v)"

{—oo<u<w;} {—oo<u<w;}
/ [(dd“vj)" — (dd“u)"] = 0.
{—oo<u<w;}
Vi the

[ wrer=sw [ rey o

{—oo<u<v} {—oo<u<v;}

Tu Meénh dé 1.1.10, ta c6 u > v trén . O

3.3 Xap xi ham F-da diéu hoa duéi

Trong muc nay, chiing toi phat bieu va chitng minh dinh 1f chinh cia
chuong, chi ra rang, méi ham F-da diéu hoa dudi thuoc 16p F, () 6
thé xap xi bdi diy tang cac ham da didu hoa dudi am trén day gidm

cac mién siéu 10i chita .
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Dinh 1i 3.3.1. Gid st Q la mién F-siéu l0i b chan va {Q;} la day
gidm cia cdc mién siéu 103 bi chdn sao cho Q) C Qi1 C Qy, vdi moi
j > 1. Gid st ton tai p € Ey(Q), p; € PSH () vdi p; / p h.k.n.
trén Q. Khi dé, vdi mér p > 0 va véi moi u € F,(Q), ton tai mot
day tang ciua cic ham u; € PSH™ () sao cho u; — u h.k.n. trén
Q.

Ching minh. Gia st {¢;} C & () sao cho p; \, u trén Q va

sup [ (L+ (—)P)dd,)" < +20.
7= Q0
Theo Ménh deé 1.2.7, ta ¢6

/ (1 + (—w)?)(dd°u)" < sup / (1+ (—pu)?) (ddw)"

k>1
{u>—o0} QN{u>—o0}

< sup |liminf / (14 (—g)?) (dd°p;)"
E>1 J—+00
Q

<sup [ (1+ (<)) (dd ;)" < oo
Jj=>1
Q

Hon ntta, tit do do longus—coy(1 4+ (—u)?)(ddu)™ trict tieu trén tat
ca cac tap con da cyc ctia €5, thi theo Dinh 1i 4.10 trong [30] ton tai

u; € Fp(2;), sao cho
(1 -+ (—u ) ()" = ooy (1 -+ (—)?) (dd0)" tren ;.

Theo Dinh 1i 4.8 trong [30], ta c¢6 u; > w;+1 trén Q4.

Hon nita, tt 4 € Fiyin(p,1)(€2), Ménh de 3.2.4, suy ra

u > uj trén 2 véi moi j > 1.



69

Gia st v 1a chinh qui F-nua lién tuc trén bé nhat cla jginoo u; trén .
Theo Dinh If 3.9 trong [20], ta duge u; — v h.kn. trén 2.

Ta yeu cau v € Frin(p1)(£2).

That vay, dat vy := max(v, kp), 6 do k € N*,

Bai Menh dé 3.1.4, ta c6 vy € Ey(N).

T max(uj, kp;)  vp hkn. trén €, thi theo Ménh dé 1.1.9, Ménh de

1.2.7 va Bo dé 3.3 trong [2], ta dugc

/ 14 (—p) i ED] (e,

Q
< liminf / 1+ (00" O] (dde max(uy, kp;))"
J—+o0
Q
< lim inf / [1+ (= max(uj, kp;))" ) (dd" max(u;, kp;))"
—+00
J o,
< lim inf / 1+ (—uy)™mPD](ddu;)"
J—+00
Q;
< 2lim inf/[l + (—u;)?’](ddu;)"
J—+00
Q;
iy / (14 (=) (dd°w)"
QN{u>—o0}
Vi thé

iup/[l + (—vk)min(p’l)](ddcvk)”
1
QO

<9 / (1+ (—u))(dd°u)" < +oo.
QN{u>—o0}

Suy 1a v € Fin(p1)(€2). Dieu nay da ching minh yeu cau.
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Tt v > u; trén €, cho nén

(1+ (—v)?)(dduj)" < (14 (—u)?)(ddu)" trén QN {u > —oo}.
Hon nita, tir w; v hkn. trén Q, theo Dinh 1f 4.5 trong [21], ta c6
(1+(=v)?)(ddv)" < (1+(—w)?)(ddu)™ trén QN{u > —oo}N{v > —o0}.

Vi thé, theo Ménh dé 3.2.4 suy ra v > u trén €, va do do, u = v trén
Q.
Vi vay, u; — v h.kn. trén €. O
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Két luan ctia Chuong 3

Trong chuong nay, bang cach dua ra cac khai niém mién F-siéu 1oi,
dinh nghia 16p ham F-da dieu hoa dudi () va F,(2), cac meénh de,
ciing nhu da sit dung toan tit Monge-Ampere phitc va cac Ménh dé 1.1.9,
Meénh dé 1.1.10, Ménh dé 1.2.5, Ménh dé 1.2.6 Ménh dé 1.2.7, da chiing
minh Dinh 1i 3.3.1, trong d6 khang dinh rdang, méi ham u € F,()
(p > 0) déu xap xI bdi mot day tang cac ham da diéu hoa dudi am xac

dinh trén day gidm cic mién siéu 16i rong hon.



Két luan va kién nghi

I. Két luan

Luan an da chi ra cac diéu kien dé c6 sy tuong duong ciia tinh chat
F-cue dai F-dia phuong va F-cuye dal cua ham F-da diéu hoa dudi va
da chi ra cac diéu kien dé thiét lap van dé xdp xi ciia ham F-da didu
hoa dudi bdi cac ham da dieu hoa dudi am. Cu thé:

1. Luan 4n da chi ra rang, doi v6i mot ham F-da dieu hoa dudi lién
tuc trén €2 thi ham do la F-cuc dai trén € khi va chi khi n6 la
F-cuc dai F-dia phuong trén Q (Dinh 1i 2.1.2).

2. Luan 4n da chi ra rang, d6i véi mot ham F-da diéu hoa dudi bs
chan trén € thi ham dé F-cuc dai trén € khi va chi khi no 1a
F-cie dai F-dia phuong trén € (Dinh 11 2.2.2).

3. Luan an da chi ra cac diéu kien dé thiét lap van dé xap xi cho céc
ham F-da diéu hoa dudi boi mot day tang cac ham da diéu hoa
dudi am trén day giam céc mién siéu 161 rong hon (Dinh 1f 3.3.1).

I1. Kién nghi
Tt nhitng két qua thu duge ctia Luan an trong qua trinh nghién ctu,

ching toi dé xuat mot s6 hudng nghién citu tiép theo nhu sau:

1. Lieu ta c¢6 thé dinh nghia duge toan tit Monge-Ampere phite cho
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cac ham F-da diéu hoa dudi khong bi chin kiéu nhu Cegrell?
. Lieu ta c6 thé giai duge phuong trinh Monge-Ampere phic cho
cac ham F-da diéu hoa dudi trén cdc mién F-md? Lieu ta ¢6 the
nghién cttu tinh chat nghiém ctia phuong trinh dé nhw: Tinh on
dinh nghiém, tinh lién tuc, lién tuc Holder, ...7
. Nghién citu cdc tinh chat vé ham F-da dieu hoa dudi yéu va &p

dung cho bao da cuec.
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