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Mð �¦u

1. L½ do chån �· t i

Nëi dung cõa to n bë luªn ¡n n y nghi¶n cùu mët lîp �°c bi»t c¡c h m
�a �i·u háa d÷îi. �â l  c¡c h m �a �i·u háa d÷îi plurifine m  ta s³ vi¸t l 
F -�a �i·u háa d÷îi. Làch sû cõa v§n �· �÷a ra nghi¶n cùu xu§t ph¡t tø c¡c
k¸t qu£ cõa H. Cartan v o �¦u nhúng n«m 40 cõa th¸ k¿ tr÷îc. Khi �â, �º
kh­c phöc t½nh khæng li¶n töc cõa c¡c h m �i·u háa d÷îi tr¶n C, Cartan
�¢ �÷a ra tæpæ "fine" tr¶n C nh÷ l  tæpæ y¸u nh§t tr¶n C m  l m cho måi
h m �i·u háa d÷îi l  li¶n töc. Æng �¢ thi¸t lªp �÷ñc mët sè k¸t qu£ �¡ng
chó þ �èi vîi lîp h m nâi tr¶n. Sau �â v o nhúng n«m 70 (cõa th¸ k¿ tr÷îc),
Fuglede �¢ �÷a ra c¡c h m �i·u háa fine v  h m ch¿nh h¼nh fine v  thi¸t
lªp mèi li¶n h» giúa chóng nh÷ mèi li¶n h» giúa h m �i·u háa v  h m ch¿nh
h¼nh trong c¡c gi¡o tr¼nh gi£i t½ch phùc. Têng qu¡t c¡c kh¡i ni»m tr¶n l¶n
Cn, Wiegerinck v  c¡c cëng sü �¢ x¥y düng tæpæ plurifine (ta s³ k½ hi»u l 
F -tæpæ) tr¶n Cn v  x¡c �ành kh¡i ni»m h m F -�a �i·u háa d÷îi. Hå �¢
ph¡t triºn th nh L½ thuy¸t �a th¸ và plurifine m  ta vi¸t l  F -�a th¸ và.
Mët v§n �· tü nhi¶n �÷ñc �°t ra trong L½ thuy¸t F -�a th¸ và l  nghi¶n

cùu nhúng v§n �· t÷ìng tü cõa L½ thuy¸t �a th¸ và thæng th÷íng cho lîp
h m F -�a �i·u háa d÷îi.
Nh÷ ta �¢ bi¸t, trong sè c¡c h m �a �i·u háa d÷îi tr¶n tªp mð Euclidean

Ω trong Cn, tçn t¤i mët lîp con giú vai trá r§t quan trång, câ nhi·u ùng
döng trong L½ thuy¸t �a th¸ và, �°c bi»t trong gi£i b i to¡n Dirichlet têng
qu¡t, �â l  lîp c¡c h m �a �i·u háa d÷îi cüc �¤i. V¼ th¸, nghi¶n cùu t½nh
cüc �¤i cõa h m �a �i·u háa d÷îi tr¶n tªp con mð Euclidean trong Cn l 
mët trong nhúng v§n �· cì b£n cõa L½ thuy¸t �a th¸ và. Do t½nh cüc �¤i
�àa ph÷ìng cõa h m �a �i·u háa d÷îi d¹ nhªn th§y hìn trong nhi·u tr÷íng
hñp n¶n mët þ t÷ðng tü nhi¶n l  chuyºn vi»c x²t t½nh cüc �¤i (to n cöc)
cõa h m �a �i·u háa d÷îi v· vi»c x²t t½nh cüc �¤i �àa ph÷ìng cõa h m �â.
Tuy nhi¶n, cho �¸n nay, vi»c gi£i quy¸t tri»t �º giúa t½nh t÷ìng �÷ìng cõa
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t½nh cüc �¤i �àa ph÷ìng cõa mët h m �a �i·u háa d÷îi tòy þ u tr¶n tªp
mð Ω v  t½nh cüc �¤i cõa u tr¶n Ω v¨n l  b i to¡n mð.
Mët v§n �· kh¡c công �÷ñc nhi·u t¡c gi£ nghi¶n cùu trong thíi gian g¦n

�¥y l  x§p x¿ h m �a �i·u háa d÷îi bði d¢y t«ng c¡c h m �a �i·u háa
d÷îi x¡c �ành tr¶n mët mi·n rëng hìn. Benelkourchi, Cegrell, Hed, Alevin,
Persson, ... �¢ thu �÷ñc nhúng k¸t qu£ s¥u s­c v· v§n �· tr¶n trong kho£ng
10 n«m trð l¤i �¥y.
Theo h÷îng ti¸p cªn tr¶n, Luªn ¡n cõa chóng tæi tªp trung nghi¶n cùu

lîp h m F -�a �i·u háa d÷îi cüc �¤i v  v§n �· x§p x¿ cõa c¡c h m F -�a
�i·u háa d÷îi.
2. Möc �½ch nghi¶n cùu cõa Luªn ¡n

Luªn ¡n tªp trung nghi¶n cùu mët sè t½nh ch§t cõa c¡c h m F -�a �i·u
háa d÷îi. Cö thº, nghi¶n cùu mèi quan h» giúa t½nh ch§t �àa ph÷ìng v 
to n cöc cõa c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi, nghi¶n cùu thi¸t lªp v§n �· x§p
x¿ cõa c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi bði d¢y t«ng c¡c h m �a �i·u háa d÷îi
thæng th÷íng.
3. �èi t÷ñng nghi¶n cùu

◦ H m �a �i·u háa d÷îi, h m F -�a �i·u háa d÷îi v  h m F -�a �i·u háa
d÷îi cüc �¤i.

◦ To¡n tû Monge-Amp±re phùc cho lîp h m F -�a �i·u háa d÷îi húu h¤n.

◦ Mët sè lîp h m F -�a �i·u háa d÷îi tr¶n Ω: E0 (Ω) ,Fp (Ω).

◦ V§n �· x§p x¿ cõa c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi.

4. Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu

◦ Sû döng c¡c ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu l½ thuy¸t trong nghi¶n cùu to¡n
håc cì b£n vîi cæng cö v  k¾ thuªt truy·n thèng cõa L½ thuy¸t �a th¸
và, F -�a th¸ và, Gi£i t½ch h m v  Gi£i t½ch phùc.

◦ Tham gia seminar nhâm, seminar tê bë mæn �º th÷íng xuy¶n trao �êi,
th£o luªn, cæng bè c¡c k¸t qu£ nghi¶n cùu, nh¬m thu nhªn c¡c thæng
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tin v· t½nh ch½nh x¡c khoa håc cõa c¡c k¸t qu£ nghi¶n cùu trong cëng
�çng c¡c nh  khoa håc chuy¶n ng nh.

5. Nhúng �âng gâp cõa Luªn ¡n

◦ Luªn ¡n �¢ ch¿ ra sü t÷ìng �÷ìng giúa t½nh ch§t F -cüc �¤i to n cöc
vîi t½nh ch§t F -cüc �¤i F -�àa ph÷ìng cõa c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi
li¶n töc tr¶n c¡c tªp F -mð cõa Cn (�ành l½ 2.1.2).

◦ Mð rëng k¸t qu£ tr¶n v  b¬ng k¾ thuªt chùng minh mîi, Luªn ¡n �¢
ch¿ ra sü t÷ìng �÷ìng giúa t½nh ch§t F -cüc �¤i to n cöc vîi t½nh ch§t
F -cüc �¤i F -�àa ph÷ìng cõa c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi bà ch°n tr¶n
c¡c tªp F -mð cõa Cn (�ành l½ 2.2.2).

K¸t qu£ n y câ þ ngh¾a khoa håc v¼ nâ �óng cho c¡c h m F -�a �i·u
háa d÷îi tr¶n c¡c tªp F -mð.

◦ Luªn ¡n �¢ �÷a ra kh¡i ni»m mi·n F -si¶u lçi v  �÷a ra lîp Fp (Ω). Vîi
nhúng kh¡i ni»m th½ch hñp nh÷ vªy, Luªn ¡n �¢ chùng minh t½nh ch§t
x§p x¿ �÷ñc cõa h m F -�a �i·u háa d÷îi bði d¢y t«ng c¡c h m �a �i·u
háa d÷îi ¥m tr¶n d¢y gi£m c¡c mi·n si¶u lçi rëng hìn (�ành l½ 3.3.1).

6. Þ ngh¾a khoa håc v  thüc ti¹n cõa Luªn ¡n

◦ C¡c k¸t qu£ �÷ñc n¶u ra trong Luªn ¡n l  mîi, câ t½nh thíi sü, câ þ
ngh¾a khoa håc v  �¢ �âng gâp v o vi»c nghi¶n cùu t½nh ch§t cõa c¡c
h m F -�a �i·u háa d÷îi.

◦ V· m°t ph÷ìng ph¡p, Luªn ¡n �¢ gâp ph¦n l m phong phó th¶m c¡c
cæng cö v  k¾ thuªt nghi¶n cùu Gi£i t½ch phùc v  L½ thuy¸t �a th¸ và.

7. C§u tróc cõa Luªn ¡n

C§u tróc cõa Luªn ¡n �÷ñc tr¼nh b y theo �óng qui �ành cö thº �èi vîi
luªn ¡n ti¸n s¾ cõa Tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m H  Nëi. C§u tróc Luªn ¡n
bao gçm c¡c ph¦n: Mð �¦u, Têng quan v· c¡c v§n �· trong Luªn ¡n (Têng
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quan), c¡c Ch÷ìng, K¸t luªn, Danh möc cæng tr¼nh trong Luªn ¡n, T i li»u
tham kh£o.
Nëi dung ch½nh cõa Luªn ¡n gçm ba ch÷ìng nh÷ sau:

◦ Ch÷ìng 1. H m F-�a �i·u háa d÷îi v  to¡n tû Monge-

Amp±re phùc

Ch÷ìng 1 tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc c¦n thi¸t v· F -tæpæ, �ành ngh¾a v 
mët sè t½nh ch§t cõa h m F -�a �i·u háa d÷îi, to¡n tû Monge-Amp±re
phùc v  h m F -�a �i·u háa d÷îi cüc �¤i, công nh÷ mët sè k¸t qu£ s³
sû döng trong c¡c ch÷ìng sau.

◦ Ch÷ìng 2. T½nh ch§t �àa ph÷ìng cõa h m F-�a �i·u háa

d÷îi cüc �¤i

Ch÷ìng 2 �¢ �÷a ra �i·u ki»n li¶n töc ho°c bà ch°n �º �£m b£o �i·u
ki»n c¦n v  �õ �º mët h m F -�a �i·u háa d÷îi l  F -cüc �¤i F -�àa
ph÷ìng l  F -cüc �¤i to n thº tr¶n tªp F -mð Ω trong Cn. C¡c k¸t qu£
ch½nh thu �÷ñc l  �ành l½ 2.1.2 v  �ành l½ 2.2.2.

◦ Ch÷ìng 3. X§p x¿ h m F-�a �i·u ho  d÷îi

Ch÷ìng 3 �¢ ch¿ ra khi n o th¼ h m F -�a �i·u háa d÷îi ¥m u trong
F -mi·n Ω, câ thº �÷ñc x§p x¿ bði mët d¢y t«ng cõa c¡c h m �a �i·u
háa d÷îi �÷ñc x¡c �ành tr¶n c¡c l¥n cªn Euclidean cõa Ω. K¸t qu£ ch½nh
cõa ch÷ìng l  �ành l½ 3.3.1.
Ph¦n cuèi, trong K¸t luªn, chóng tæi �iºm l¤i c¡c k¸t qu£ nghi¶n cùu
ch½nh �¢ tr¼nh b y trong Luªn ¡n. Trong ph¦n Ki¸n nghà, chóng tæi �÷a
ra mët v i þ t÷ðng nghi¶n cùu ti¸p theo �º ph¡t triºn �· t i cõa Luªn
¡n. Chóng tæi hi vång, s³ nhªn �÷ñc nhi·u sü quan t¥m v  chia s´ cõa
c¡c nh  khoa håc v  �çng nghi»p, gióp ho n thi»n c¡c k¸t qu£ nghi¶n
cùu.
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Têng quan v· c¡c v§n �· trong Luªn ¡n

Nh÷ �¢ tr¼nh b y ð tr¶n, h m �a �i·u háa d÷îi l  mët trong c¡c �èi t÷ñng
trung t¥m cõa L½ thuy¸t �a th¸ và. Vi»c nghi¶n cùu c¡c h m �a �i·u ho 
d÷îi m  trång t¥m cõa nâ l  nghi¶n cùu c¡c to¡n tû Monge-Amp±re phùc
�¢ thu hót sü quan t¥m cõa nhi·u nh  to¡n håc lîn tø thªp ni¶n 30 cõa th¸
k¿ XX v  �¢ thu �÷ñc nhúng k¸t qu£ s¥u s­c. Nhúng cæng tr¼nh cõa c¡c t¡c
gi£ K. Oka, H. Cartan, P. Lelong, E. Bedford, B.A. Taylor, U. Cegrell, S.
Kolodziej, ... khæng ch¿ £nh h÷ðng s¥u s­c �¸n sü ph¡t triºn cõa Gi£i t½ch
phùc nhi·u bi¸n nâi ri¶ng m  cán thóc �©y sü ph¡t triºn cõa nhi·u l¾nh vüc
kh¡c trong To¡n håc hi»n �¤i.
Theo tæpæ Euclidean thæng th÷íng, c¡c h m �a �i·u ho  d÷îi nâi chung

l  khæng li¶n töc, trong khi t½nh li¶n töc l¤i giú vai trá then chèt trong
nghi¶n cùu L½ thuy¸t h m. V¼ th¸, vi»c �÷a ra nhúng tæpæ mîi nh¬m mæ t£
tèt hìn t½nh li¶n töc cõa c¡c h m �a �i·u ho  d÷îi �¢ �÷ñc quan t¥m tø
thªp ni¶n 30 cõa th¸ k¿ tr÷îc.
N«m 2003, El Kadiri �¢ �ành ngh¾a kh¡i ni»m cõa h m F -�a �i·u háa

d÷îi tr¶n mët tªp con F -mð cõa Cn v  �¢ nghi¶n cùu c¡c t½nh ch§t cõa
c¡c h m �â. C¡c h m n y �¢ �÷ñc giîi thi»u nh÷ l  c¡c h m F -nûa li¶n
töc tr¶n, m  h¤n ch¸ tr¶n �÷íng th¯ng phùc l  h m F -�i·u háa d÷îi, ð �â
mët h m F -�i·u háa d÷îi �÷ñc �ành ngh¾a tr¶n mët F -mi·n l  nûa li¶n töc
tr¶n v  thäa m¢n b§t �¯ng thùc gi¡ trà trung b¼nh. �ành ngh¾a n y l  mð
rëng tü nhi¶n h m �a �i·u háa d÷îi cho h m F -�a �i·u háa d÷îi.
N«m 2010, El Marzguioui v  Wiegerinck �¢ nghi¶n cùu t½nh ch§t li¶n töc

cõa c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi tr¶n tªp F -mð. Hå �¢ chùng minh r¬ng,
h m F -�a �i·u háa d÷îi l  F -li¶n töc.
N«m 2011, El Kadiri, Fuglede v  Wiegerinck �¢ chùng minh nhi·u t½nh

ch§t quan trång cõa c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi.
N«m 2004 v  2006 tr¶n mët mi·n si¶u lçi bà ch°n (t÷ìng ùng tr¶n mët

tªp mð) Ω ⊂ Cn, Cegrell, t÷ìng ùng Blocki �¢ x¥y düng to¡n tû Monge-
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Amp±re phùc �èi vîi mët lîp c¡c h m �a �i·u háa d÷îi khæng bà ch°n. Hìn
núa trong còng d¤ng §y �èi vîi c¡c lîp h m �a �i·u háa d÷îi bà ch°n �àa
ph÷ìng, hå �¢ chùng minh r¬ng, cüc �¤i l  kh¡i ni»m �àa ph÷ìng �èi vîi
c¡c lîp h m �a �i·u háa d÷îi m  hå �¢ giîi thi»u v  nghi¶n cùu.
N«m 2014, El Kadiri v Wiegerinck �¢ �ành ngh¾a to¡n tû Monge� Amp±re

tr¶n c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi húu h¤n trong c¡c tªp F -mð v  �¢ ch¿
ra r¬ng nâ �÷ñc x¡c �ành l  �ë �o d÷ìng. El Kadiri v  Smit �¢ giîi thi»u
v  nghi¶n cùu kh¡i ni»m cõa c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi F -cüc �¤i v 
c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi F -cüc �¤i F -�àa ph÷ìng, �â l  mð rëng kh¡i
ni»m cõa c¡c h m �a �i·u d÷îi cüc �¤i tr¶n mët mi·n Euclidean tîi mët
F -mi·n cõa Cn theo mët c¡ch tü nhi¶n. Hå �¢ chùng minh r¬ng méi h m
�a �i·u háa d÷îi F -cüc �¤i, F -�àa ph÷ìng, bà ch°n x¡c �ành tr¶n mët tªp
mð Euclidean l  F -cüc �¤i v  hå �¢ �÷a ra v½ dö, ch¿ ra r¬ng k¸t qu£ n y
l  khæng kh£ thi khi h m khæng húu h¤n.
H÷îng nghi¶n cùu �¦u ti¶n cõa Luªn ¡n l  mð rëng k¸t qu£ cõa c¡c t¡c

gi£ tr¶n �èi vîi c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi. Cö thº, chóng tæi nghi¶n cùu
�i·u ki»n �õ �º nhªn �÷ñc t½nh F -cüc �¤i cõa c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi
trong c¡c tªp F -mð tø t½nh ch§t �àa ph÷ìng t÷ìng ùng.
Ti¸p �¸n chóng tæi x²t b i to¡n x§p x¿ h m F -�a �i·u háa d÷îi bði d¢y

t«ng c¡c h m �a �i·u háa d÷îi. Làch sû cõa v§n �· n y l  nh÷ sau:
K¸t qu£ �¦u ti¶n thuëc v· Fornæss v  Wiegerinck, �¢ �÷a ra �ành l½ (n«m

1989) kh¯ng �ành r¬ng, n¸u Ω l  mi·n bà ch°n vîi C1-bi¶n v  u l  li¶n töc
tr¶n Ω th¼ u câ thº �÷ñc x§p x¿ �·u tr¶n Ω bði mët d¢y cõa c¡c h m �a
�i·u háa d÷îi trìn �÷ñc x¡c �ành tr¶n c¡c l¥n cªn Euclidean cõa Ω. G¦n
�¥y Avelin, Hed and Persson �¢ mð rëng k¸t qu£ n y tîi mi·n vîi bi¶n �àa
ph÷ìng �÷ñc cho bði �ç thà cõa c¡c h m li¶n töc. Ngo i ra, theo k¸t qu£
cõa S. Benelkourchi , U. Cegrell, L. Hed v  N. X. Hçng, h m �a �i·u háa
d÷îi u câ thº �÷ñc x§p x¿ �ìn �i»u tø b¶n ngo i bði d¢y t«ng c¡c h m �a
�i·u háa d÷îi, n¸u mi·n Ω câ t½nh ch§t F -x§p x¿ v  u thuëc v· mët trong
nhúng lîp Cegrell trong Ω.
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Nhúng k¸t qu£ nâi tr¶n d¨n �¸n v§n �· sau: Gi£ sû u l  mët h m F -�a
�i·u háa d÷îi ¥m trong F -mi·n Ω. Khi n o th¼ u câ thº �÷ñc x§p x¿ bði
mët d¢y t«ng cõa c¡c h m �a �i·u háa d÷îi �÷ñc x¡c �ành tr¶n c¡c l¥n cªn
Euclidean cõa Ω?
Do �â trong luªn ¡n n y, chóng tæi nghi¶n cùu v  gi£i quy¸t hai v§n �·

sau �¥y.

V§n �· thù nh§t: Nghi¶n cùu t½nh ch§t �àa ph÷ìng cõa h m

F-�a �i·u háa d÷îi cüc �¤i

Klimek �¢ chùng minh r¬ng, mët h m �a �i·u háa d÷îi bà ch°n �àa
ph÷ìng u x¡c �ành tr¶n mët tªp mð Euclidean l  cüc �¤i n¸u v  ch¿ n¸u
(ddcu)n = 0, v  v¼ th¸, h m �a �i·u háa d÷îi bà ch°n, x¡c �ành tr¶n mët
tªp mð Euclidean l  cüc �¤i n¸u v  ch¿ n¸u nâ l  cüc �¤i �àa ph÷ìng. Nh÷
th¸ t½nh cüc �¤i v  t½nh cüc �¤i �àa ph÷ìng �èi vîi h m �a �i·u háa d÷îi
bà ch°n �àa ph÷ìng x¡c �ành tr¶n mët tªp mð Euclidean l  t÷ìng �÷ìng.
M°c dò �èi vîi mët h m F -�a �i·u háa d÷îi bà ch°n u �÷ñc x¡c �ành

tr¶n mët tªp F -mð Ω th¼ to¡n tû Monge�Amp±re phùc (ddcu)n câ thº �ành
ngh¾a mët c¡ch F -�àa ph÷ìng trong Ω nh÷ng nhúng k¾ thuªt quen thuëc
cõa Klimek v  c¡c t¡c gi£ kh¡c khæng ¡p döng �÷ñc cho t¼nh huèng u l 
h m F -�a �i·u háa d÷îi tr¶n Ω. Ch½nh v¼ th¸, c¦n ph£i t¼m nhúng k¾ thuªt
kh¡c �º têng qu¡t k¸t qu£ cõa Klimek cho lîp h m F -�a �i·u háa d÷îi.
Nh÷ �¢ tr¼nh b y ð tr¶n, chóng tæi �÷a ra nhúng �i·u ki»n �õ �º tø t½nh

ch§t F -cüc �¤i �àa ph÷ìng cõa mët h m F -�a �i·u háa d÷îi tr¶n mët tªp
F -mð Ω trong Cn công l  F -cüc �¤i tr¶n Ω. Cö thº: �ành l½ 2.1.2 ch¿ ra
r¬ng, �èi vîi mët h m F -�a �i·u háa d÷îi li¶n töc tr¶n Ω th¼ h m �â F -cüc
�¤i tr¶n Ω khi v  ch¿ khi nâ l  F -cüc �¤i F -�àa ph÷ìng tr¶n Ω.
Ti¸p theo, chóng tæi mð rëng k¸t qu£ tr¶n, thay th¸ �i·u ki»n li¶n töc

trong �ành l½ 2.1.2 bði �i·u ki»n "y¸u" hìn l  bà ch°n cõa h m F -�a �i·u
háa d÷îi tr¶n mët tªp F -mð Ω trong Cn. K¸t qu£ nhªn �÷ñc l  �ành l½
2.2.2, ch¿ ra r¬ng t½nh ch§t F -cüc �¤i l  t÷ìng �÷ìng vîi t½nh ch§t F -cüc
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�¤i F -�àa ph÷ìng.
V§n �· thù hai: Nghi¶n cùu vi»c x§p x¿ h m F-�a �i·u háa

d÷îi bði c¡c h m �a �i·u háa d÷îi

Chóng tæi �÷a ra nhúng �i·u ki»n �õ �º mët h m F -�a �i·u háa d÷îi u
trong mët tªp con mð Euclidean Ω �÷ñc x§p x¿ bði mët d¢y t«ng c¡c h m
�a �i·u háa d÷îi. Ð �¥y, vi»c x§p x¿ h m u �÷ñc hiºu theo ngh¾a, u câ thº
�÷ñc x§p x¿ �·u tr¶n Ω bði mët d¢y t«ng c¡c h m �a �i·u háa d÷îi trìn
x¡c �ành tr¶n l¥n cªn Euclidean cõa Ω.
B¬ng c¡ch �÷a ra c¡c kh¡i ni»m mi·n F -si¶u lçi, �ành ngh¾a lîp h m
F -�a �i·u háa d÷îi E0(Ω) v  Fp(Ω), chóng tæi �¢ chùng minh �ành l½ 3.3.1,
trong �â kh¯ng �ành r¬ng méi h m u ∈ Fp(Ω) (p > 0) �·u x§p x¿ bði mët
d¢y t«ng c¡c h m �a �i·u háa d÷îi trong l¥n cªn Ω.

C¡c k¸t qu£ cõa Luªn ¡n �¢ �÷ñc b¡o c¡o t¤i hëi nghà, hëi

th£o sau:

[1] Hëi nghà (01/2017), "X§p x¿ cõa h m F -�a �i·u háa d÷îi", B¡o c¡o Hëi
nghà khoa håc, Khoa To¡n - Tin, Tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m H  Nëi.
[2] Hëi nghà (12/2017), "Cüc �¤i �àa ph÷ìng cõa h m F -�a �i·u háa d÷îi
bà ch°n", B¡o c¡o Hëi nghà khoa håc, Khoa To¡n - Tin, Tr÷íng �¤i håc S÷
ph¤m H  Nëi.
[3] Hëi nghà Khoa håc (8/2018), "T½nh ch§t �àa ph÷ìng cõa c¡c h m F -�a
�i·u háa d÷îi cüc �¤i", B¡o c¡o Tiºu ban Gi£i t½ch - �¤i hëi To¡n håc Vi»t
Nam l¦n thù IX - Nha Trang.



Ch÷ìng 1

H m F-�a �i·u háa d÷îi,

F-�a �i·u háa d÷îi cüc �¤i

v  to¡n tû Monge-Amp±re phùc

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi nh­c l¤i mët sè ki¸n thùc cì b£n v· F -tæpæ
trong Cn, h m F -�a �i·u háa d÷îi, to¡n tû Monge-Amp±re phùc cho c¡c
h m F -�a �i·u háa d÷îi, h m F -�a �i·u háa d÷îi cüc �¤i v  �÷a ra mët
sè k¸t qu£ nghi¶n cùu �¢ �÷ñc sû döng trong Luªn ¡n.

1.1 F-tæpæ v  h m F-�a �i·u ho  d÷îi

Sau �¥y, ta nh­c l¤i mët sè ki¸n thùc cì b£n v· F -tæpæ �¢ �÷ñc n¶u bði
E. Bedford, B. A. Taylor, El. Marzguioui v  J. Wiegerinck.

�ành ngh¾a 1.1.1. F -tæpæ tr¶n tªp mð Euclidean Ω ⊂ Cn l  tæpæ y¸u
nh§t tr¶n Ω l m cho måi h m �a �i·u háa d÷îi tr¶n Ω l  li¶n töc.

Tø c¡c h m �a �i·u háa d÷îi luæn l  nûa li¶n töc tr¶n, mët cì sð con �àa
ph÷ìng t¤i b§t k¼ a ∈ Ω �÷ñc cho bði c¡c tªp

U(a,B, ϕ) = {z ∈ B : ϕ(z) > 0}

ð �â B ⊂ Ω l  mët h¼nh c¦u t¥m a v  ϕ ∈ PSH(B) vîi ϕ(a) > 0.
M»nh �· sau �¥y mæ t£ l¥n cªn cõa �iºm a.

9
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M»nh �· 1.1.2. Gi£ sû F-tæpæ F tr¶n mët tªp mð Euclidean Ω ⊂ Cn.

Khi �â, c¡c tªp U(a,B, ϕ) t¤o th nh mët cì sð �àa ph÷ìng �èi vîi F-
tæpæ F .

�ành l½ sau �¥y �÷ñc n¶u bði J. Wiegerinck, v· t½nh ch§t cõa F -tæpæ F .

�ành l½ 1.1.3. Gi£ sû F-tæpæ F tr¶n mët tªp mð Euclidean Ω ⊂ Cn.

i) F l  tüa-Lindel�of, ngh¾a l , méi hñp tòy þ cõa c¡c tªp F-mð l  hñp

cõa mët hñp c¡c tªp con �¸m �÷ñc v  mët tªp �a cüc.

ii) F l  ch½nh qui �¦y, ngh¾a l , vîi méi tªp F-�âng A ⊂ Ω v 

a ∈ Ω\A, tçn t¤i mët h m F-li¶n töc f sao cho f |A = 0 v  f (a) 6= 0.

Nhªn x²t 1.1.4. Tæpæ Euclidean y¸u hìn F -tæpæ.

Ti¸p theo, chóng tæi nh­c l¤i mët sè �ành ngh¾a, m»nh �· �÷ñc n¶u bði
J. Wiegerinck, M. El Kadiri v  M. Smit.

�ành ngh¾a 1.1.5. H m f x¡c �ành tr¶n tªp F -mð U ⊂ Rn �÷ñc gåi l 
h m F -�i·u háa d÷îi n¸u:

(i) f l  F -nûa li¶n töc tr¶n;
(ii) f (z) 6

∫
∂FV

fdδ
U\V
z vîi V trong mët cì sð �àa ph÷ìng cõa F -tæpæ

t¤i z;
(iii) f 6≡ −∞ tr¶n méi F -th nh ph¦n cõa U .

�ành ngh¾a 1.1.6. Cho Ω l  mët tªp con F -mð cõa Cn.
H m f : Ω −→ [−∞,+∞) �uñc gåi l  F -�a �i·u háa d÷îi n¸u f l 
F -nûa li¶n töc tr¶n v  vîi méi �÷íng th¯ng phùc l trong Cn, h¤n ch¸ cõa f
tîi b§t k¼ F -th nh ph¦n cõa tªp con F -mð l ∩ Ω cõa l l  F -�i·u háa d÷îi
ho°c ≡ −∞.

M»nh �· 1.1.7. Gi£ sû G v  U l  c¡c tªp F-mð trong Cn sao cho

G ⊆ U . Gi£ sû r¬ng u ∈ F-PSH(U), v ∈ F-PSH(G)
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v  F- lim sup
G3z→ζ

v (z) 6 u (ζ) vîi måi ζ ∈ ∂FG ∩ U . Khi �â, h m

w (z) =

{
max (u (z) , v (z)) n¸u z ∈ G,
u (z) n¸u z ∈ U\G,

thuëc F-PSH(U).

Sau �¥y, ta nh­c l¤i mët sè t½nh ch§t cõa c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi
�÷ñc n¶u bði M. El Kadiri, B. Fuglede v  J. Wiegerinck .

M»nh �· 1.1.8. Gi£ sû Ω l  tªp con mð Euclidean cõa Cn.

Vîi h m f : Ω→ [−∞; +∞), c¡c kh¯ng �ành sau l  t÷ìng �÷ìng:

(i) f l  h m �a �i·u háa d÷îi (theo ngh¾a thæng th÷íng).

(ii) f l  h m F-�a �i·u háa d÷îi C-m¤nh (tùc l , vîi måi z ∈ Ω, tçn

t¤i mët l¥n cªn compact K cõa z trong Ω v  mët d¢y {fj} c¡c h m �a

�i·u háa d÷îi trong l¥n cªn mð Euclidean cõa K sao cho {fj} hëi tö

�·u �¸n f tr¶n K) v  khæng �çng nh§t b¬ng −∞ tr¶n b§t k¼ th nh ph¦n

cõa Ω.

(iii) f l  h m F-�a �i·u háa d÷îi v  khæng �çng nh§t b¬ng −∞ tr¶n

måi th nh ph¦n cõa Ω.

Chóng tæi ph¡t biºu v  chùng minh hai m»nh �· sau �¥y m  chóng �¢
�÷ñc dòng trong Ch÷ìng 3.

M»nh �· 1.1.9. Cho Ω l  tªp F-mð trong Cn v  u ∈ F-PSH−(Ω).

Gi£ sû χ : R− → R− l  h m lçi t«ng. Khi �â χ ◦ u ∈ F-PSH−(Ω).

M»nh �· 1.1.10. Gi£ sû Ω l  tªp F-mð trong Cn v  ϕ l  h m �a

�i·u háa d÷îi ch°t tr¶n Cn, tùc l  vîi måi z ∈ Cn, tçn t¤i l¥n cªn mð

Euclidean U cõa z v  c > 0 sao cho h m ϕ− c|z|2 l  �a �i·u háa d÷îi

tr¶n U. Gi£ sû u, v ∈ F-PSH−(Ω) sao cho∫
Ω∩{−∞<u<v}

(ddcϕ)n = 0.

Khi �â u ≥ v tr¶n Ω.
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1.2 To¡n tû Monge-Amp±re phùc

Tr÷îc h¸t, chóng tæi nh­c l¤i hai �ành ngh¾a v  hai �ành l½ sau, �÷ñc n¶u
bði M. El Kadiri v  J. Wiegerinck.

�ành ngh¾a 1.2.1. Bði QB(Cn) ta hiºu �â l  σ-�¤i sè tr¶n Cn �÷ñc sinh
bði c¡c tªp Borel v  c¡c tªp con �a cüc cõa Cn.

�ành l½ 1.2.2. Gi£ sû u l  h m F-�a �i·u háa d÷îi tr¶n U. Khi �â

tçn t¤i tªp �a cüc F-�âng E trong U sao cho u l  F-�a �i·u háa d÷îi

C-m¤nh tr¶n U\E.

�ành l½ 1.2.3. Gi£ sû u1, u2, v1, v2 l  c¡c h m �a �i·u háa d÷îi tr¶n

mi·n Ω ⊂ Cn. N¸u u1 − u2 = v1 − v2 tr¶n tªp F-mð O ⊂ Ω th¼

(ddc(u1 − u2))n|O = (ddc(v1 − v2))n|O.

Tø k¸t qu£ tr¶n, ta câ thº x¡c �ành �÷ñc to¡n tû Monge-Amp±re cho c¡c
h m F -�a �i·u háa d÷îi húu h¤n. Ta câ

�ành ngh¾a 1.2.4. Gi£ sû Ω l  tªp F -mð trong Cn v  QB(Ω) l  h¤n
ch¸ cõa QB(Cn) tr¶n Ω. Gi£ sû u1, . . . , un ∈ F -PSH(Ω) l  húu h¤n.
Sû döng t½nh ch§t tüa-Lindel�of cõa F -tæpæ v  �ành l½ 1.2.2, tçn t¤i mët
tªp �a cüc E ⊂ Ω, mët d¢y cõa c¡c tªp con F -mð {Ok} v  c¡c h m �a
�i·u háa d÷îi fj,k, gj,k x¡c �ành tr¶n c¡c l¥n cªn Euclidean cõa Ok sao cho
Ω = E ∪

⋃∞
k=1Ok v  uj = fj,k − gj,k tr¶n Ok. Ta �ành ngh¾a O0 := ∅ v ∫

A

ddcu1 ∧ . . . ∧ ddcun :=

∞∑
j=1

∫
A∩(Oj\

⋃j−1
k=0Ok)

ddc(f1,j − g1,j) ∧ . . . ∧ ddc(fn,j − gn,j),
(1.1)

A ∈ QB(Ω).
Theo �ành l½ 1.2.3, cæng thùc (1.1) x¡c �ành mët �ë �o tr¶n E.
Chó þ r¬ng �ë �o n y khæng phö thuëc v o {Ok}, {fj,k} v  {gj,k}. Ta nâi
nâ l  �ë �o Monge-Amp±re phùc cõa c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi.
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Sau �¥y, nh­c l¤i m»nh �· �¢ �÷ñc n¶u bði E. Bedford v  B. A. Taylor.

M»nh �· 1.2.5. Gi£ sû Ω l  tªp F-mð trong Cn v  gi£ sû u1, . . . , un ∈
F-PSH(Ω) l  húu h¤n. Khi �â, ddcu1 ∧ . . .∧ ddcun l  mët �ë �o khæng

¥m trong QB(Ω).

Ti¸p theo, chóng tæi �÷a ra mët sè k¸t qu£ thæng qua hai m»nh �·, m 
chóng �¢ �÷ñc sû döng trong Ch÷ìng 3.

M»nh �· 1.2.6. Gi£ sû Ω l  tªp F-mð trong Cn v  µ l  �ë �o khæng ¥m

tr¶n QB(Ω). Gi£ sû u, v ∈ F-PSH(Ω) l  húu h¤n sao cho (ddcu)n ≥ µ

v  (ddcv)n ≥ µ trong Ω. Khi �â,

(ddc max(u, v))n ≥ µ trong Ω.

K¸t qu£ sau �¥y cho chóng ta t½nh tüa-li¶n töc cõa to¡n tû Monge-Amp±re
v  c¡c d¢y �ìn �i»u F -�a �i·u háa d÷îi.

M»nh �· 1.2.7. Gi£ sû Ω l  tªp F-mð trong Cn v  u ∈ F-PSH−(Ω)

l  húu h¤n. Gi£ sû {uj} l  mët d¢y �ìn �i»u cõa c¡c h m F-�a �i·u

háa d÷îi ¥m, húu h¤n, sao cho uj → u h.k.n. tr¶n Ω. Khi �â∫
Ω

f (ddcu)n ≤ lim inf
j→+∞

∫
Ω

f (ddcuj)
n,

vîi méi h m f khæng ¥m, bà ch°n, F-li¶n töc tr¶n Ω.

1.3 H m F-�a �i·u háa d÷îi cüc �¤i

B¥y gií ta giîi thi»u lîp h m F -�a �i·u háa d÷îi câ nhi·u ti»n ½ch trong
L½ thuy¸t F -�a th¸ và.
�ành ngh¾a sau, �÷ñc n¶u bði M. El Kadiri v  M. Smit.

�ành ngh¾a 1.3.1. Gi£ sû Ω ⊂ Cn l  tªp F -mð v  gi£ sû u ∈ F -PSH(Ω).
Ta nâi r¬ng u l  F -cüc �¤i tr¶n Ω n¸u vîi méi tªp F -mð bà ch°n G cõa Cn

vîi G ⊂ Ω, v  vîi méi h m v ∈ F -PSH(G) sao cho v bà ch°n tr¶n tr¶n G
v  mð rëng F -nûa li¶n töc tr¶n tîi G

F
, thäa m¢n
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v 6 u tr¶n ∂FG ⇒ v 6 u tr¶n G.

N«m 2014, El Kadiri v  Smit �¢ chùng minh mët sè t½nh ch§t cì b£n cõa
h m F -�a �i·u ho  d÷îi cüc �¤i. Bði m»nh �· sau, hå �¢ ch¿ ra mët �i·u
ki»n c¦n �º mët h m F -�a �i·u ho  d÷îi l  F -cüc �¤i.

M»nh �· 1.3.2. Gi£ sû f l  h m F-�a �i·u háa d÷îi F-cüc �¤i, húu

h¤n tr¶n F-mi·n U trong Cn. Khi �â ta câ (ddcf )n = 0.

C¡c k¸t qu£ quan trång v· h m F -�a �i·u háa d÷îi cüc �¤i �÷ñc chóng
tæi ph¡t biºu thæng qua hai m»nh �· sau �¥y.

M»nh �· 1.3.3. Gi£ sû Ω l  tªp F-mð trong Cn. Gi£ sû r¬ng u l  h m

F-�a �i·u háa d÷îi bà ch°n tr¶n Ω.

Khi �â, c¡c �i·u ki»n sau l  t÷ìng �÷ìng:

(a) u ∈ F-MPSH(Ω).

(b) u + g ∈ F-MPSH(Ω), vîi méi h m �a �i·u háa g tr¶n Cn.

(c) Vîi méi v ∈ F-PSH(Ω) v  vîi méi tªp F-mð G ⊂ Ω vîi G ⊂ Ω,

ta câ

sup
G

(v − u) ≤ sup
Ω\G

(v − u).

M»nh �· 1.3.4. Gi£ sû Ω l  tªp F-mð trong Cn v  u l  h m F-�a �i·u

háa d÷îi bà ch°n tr¶n Ω. Gi£ sû vîi méi z ∈ Cn, tçn t¤i mët l¥n cªn

mð Euclidean Vz ⊂ Cn cõa z sao cho u|Vz∩Ω l  F-cüc �¤i tr¶n Vz ∩ Ω.

Khi �â, u l  F-cüc �¤i tr¶n Ω.

K¸t luªn cõa Ch÷ìng 1

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi �¢ tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc c¦n thi¸t v·
F -tæpæ, �ành ngh¾a v  mët sè t½nh ch§t cõa h m F -�a �i·u háa d÷îi v 
h m F -�a �i·u háa d÷îi cüc �¤i. �çng thíi công �¢ �÷a ra mët sè k¸t qu£
m  �¢ �÷ñc sû döng trong c¡c ch÷ìng sau. Cö thº, �¢ �÷a ra �ành ngh¾a
v· To¡n tû Monge-Amp±re phùc m  �¢ sû döng trong hai ch÷ìng sau, �¢
�÷a ra M»nh �· 1.3.3, M»nh �· 1.3.4 (�¢ �÷ñc sû döng trong Ch÷ìng 2) v 



15

c¡c M»nh �· 1.1.9, M»nh �· 1.1.10, M»nh �· 1.2.5, M»nh �· 1.2.6 M»nh �·
1.2.7 (�¢ �÷ñc sû döng trong Ch÷ìng 3).



Ch÷ìng 2

T½nh ch§t �àa ph÷ìng cõa h m F-�a �i·u

háa d÷îi cüc �¤i

Ch÷ìng n y, chóng tæi �÷a ra nhúng �i·u ki»n �õ �º tø t½nh ch§t F -cüc
�¤i �àa ph÷ìng cõa mët h m F -�a �i·u háa d÷îi tr¶n mët tªp F -mð Ω

trong Cn công l  F -cüc �¤i tr¶n Ω. Cö thº: �ành l½ 2.1.2 ch¿ ra r¬ng, �èi
vîi mët h m F -�a �i·u háa d÷îi li¶n töc tr¶n Ω th¼ h m �â F -cüc �¤i tr¶n
Ω khi v  ch¿ khi nâ l  F -cüc �¤i F -�àa ph÷ìng tr¶n Ω.
Ti¸p theo, chóng tæi mð rëng k¸t qu£ tr¶n, thay th¸ �i·u ki»n li¶n töc

trong �ành l½ 2.1.2 bði �i·u ki»n "y¸u" hìn l  bà ch°n cõa h m F -�a �i·u
háa d÷îi tr¶n mët tªp F -mð Ω trong Cn. K¸t qu£ nhªn �÷ñc l  �ành l½
2.2.2, ch¿ ra r¬ng t½nh ch§t F -cüc �¤i l  t÷ìng �÷ìng vîi t½nh ch§t F -cüc
�¤i F -�àa ph÷ìng.

2.1 T½nh cüc �¤i �àa ph÷ìng cõa h m F-�a �i·u háa d÷îi li¶n töc

Trong möc n y, chóng tæi s³ ch¿ ra �i·u ki»n li¶n töc cõa mët h m F -�a
�i·u háa d÷îi �º �£m b£o �i·u ki»n c¦n v  �õ, mët h m F -�a �i·u háa
d÷îi F -cüc �¤i l  F -cüc �¤i F -�àa ph÷ìng.
Tr÷îc h¸t, ta câ �ành ngh¾a sau:

�ành ngh¾a 2.1.1. Gi£ sû Ω ⊂ Cn l  tªp F -mð v  gi£ sû u ∈ F -PSH(Ω).
H m u �÷ñc gåi l  F -cüc �¤i F -�àa ph÷ìng tr¶n Ω n¸u vîi méi z ∈ Cn,
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tçn t¤i mët l¥n cªn F -mð Vz ⊂ Cn cõa z, sao cho u|Vz∩Ω l  F -cüc �¤i tr¶n
Vz ∩ Ω.

K¸t qu£ quan trång nh§t cõa möc n y l  �ành l½ sau �¥y.

�ành l½ 2.1.2. Gi£ sû Ω l  tªp F-mð trong Cn. Gi£ sû u l  h m F-�a
�i·u háa d÷îi li¶n töc tr¶n Ω. Khi �â u l  F-cüc �¤i tr¶n Ω n¸u v  ch¿

n¸u nâ l  F-cüc �¤i F-�àa ph÷ìng tr¶n Ω.

2.2 T½nh cüc �¤i �àa ph÷ìng cõa h m F-�a �i·u háa d÷îi bà ch°n

Trong möc n y, chóng tæi s³ ch¿ ra �i·u ki»n "y¸u" hìn l  bà ch°n cõa
mët h m F -�a �i·u háa d÷îi, �º �£m b£o �i·u ki»n c¦n v  �õ, mët h m
F -�a �i·u háa d÷îi F -cüc �¤i l  F -cüc �¤i F -�àa ph÷ìng, �â l  mð rëng
k¸t qu£ ð möc tr¶n, vîi mët k¾ thuªt chùng minh mîi. �¥y l  mët trong sè
c¡c k¸t qu£ câ þ ngh¾a khoa håc, v¼ nâ �óng cho c¡c h m F -�a �i·u háa
d÷îi tr¶n c¡c tªp F -mð. Ngo i ra, chóng tæi công ch¿ ra mët ùng döng �èi
vîi mët lîp h m F -�a �i·u háa d÷îi F -cüc �¤i bà ch°n.
Tr÷îc h¸t, ta c¦n ph¡t biºu v  chùng minh bê �· quan trång sau �¥y.

Bê �· 2.2.1. Gi£ sû D l  mi·n si¶u lçi trong Cn v  gi£ sû {ϕj} l  mët

d¢y c¡c h m �a �i·u háa d÷îi x¡c �ành tr¶n c¡c tªp con mð Euclidean

Uj cõa D sao cho
∞⋃
j=1

Uj b D.

Khi �â, tçn t¤i mët d¢y t«ng cõa c¡c h m �a �i·u háa d÷îi ¥m bà ch°n

{ψk} tr¶n D sao cho:

(i) ψk → 0 tr¶n D\E, ð �â E ⊂ D l  tªp �a cüc;

(ii) ϕj li¶n töc tr¶n Uj ∩ {ψk > −1}, vîi måi j, k ≥ 1.

K¸t qu£ quan trång nh§t cõa möc n y l  �ành l½ sau �¥y.

�ành l½ 2.2.2. Gi£ sû Ω l  tªp F-mð trong Cn v  gi£ sû u ∈ F-PSH(Ω)

l  bà ch°n. Khi �â, c¡c kh¯ng �ành sau l  t÷ìng �÷ìng:
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(i) u l  F-cüc �¤i tr¶n Ω.

(ii) u l  F-cüc �¤i F-�àa ph÷ìng tr¶n Ω.

(iii) (ddcu)n = 0 tr¶n QB(Ω).

Tø �ành l½ tr¶n, chóng tæi �÷a ra v½ dö v· c¡c lîp h m F -�a �i·u ho 
d÷îi F -cüc �¤i thæng qua h» qu£ sau.

H» qu£ 2.2.3. Gi£ sû Ω l  tªp F-mð trong Cn v  gi£ sû u ∈ F-PSH(Ω)

l  bà ch°n. Khi �â, vîi m ∈ N∗, ta câ

u ◦ π ∈ F-MPSH(Ω× Cm),

ð �â π : Cn+m → Cn l  ph²p chi¸u ch½nh t­c.

K¸t luªn cõa Ch÷ìng 2

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi �¢ tr¼nh b y �ành l½ 2.1.2 v  �ành l½ 2.2.2.
Cö thº, �¢ �÷a ra mët k¾ thuªt chùng minh mîi, �¢ chùng minh �÷ñc sü
t÷ìng �÷ìng giúa cüc �¤i �àa ph÷ìng v  to n cöc �èi vîi lîp h m F -�a
�i·u háa d÷îi tr¶n tªp F -mð cõa Cn, vîi �i·u ki»n h m �â li¶n töc ho°c bà
ch°n. Chóng tæi �¢ �÷a ra Bê �· 2.2.1 v  �¢ sû döng bê �· n y �º chùng
minh �ành l½ 2.2.2. Ch÷ìng n y công �÷a ra v½ dö v· lîp h m F -�a �i·u
ho  d÷îi F -cüc �¤i thæng qua H» qu£ 2.2.3.



Ch÷ìng 3

X§p x¿ h m F-�a �i·u ho  d÷îi

Trong ch÷ìng n y, Chóng tæi �÷a ra nhúng �i·u ki»n �õ �º mët h m
F -�a �i·u háa d÷îi u tr¶n mët tªp con mð Euclidean Ω �÷ñc x§p x¿ bði
mët d¢y t«ng c¡c h m �a �i·u háa d÷îi. Ð �¥y, vi»c x§p x¿ h m u �÷ñc
hiºu theo ngh¾a, u câ thº �÷ñc x§p x¿ bði mët d¢y t«ng c¡c h m �a �i·u
háa d÷îi trìn x¡c �ành tr¶n l¥n cªn Euclidean cõa Ω.
B¬ng c¡ch �÷a ra c¡c kh¡i ni»m mi·n F -si¶u lçi, �ành ngh¾a lîp h m
F -�a �i·u háa d÷îi E0(Ω) v  Fp(Ω), chóng tæi �¢ chùng minh �ành l½
3.3.1, trong �â kh¯ng �ành r¬ng méi h m u ∈ Fp(Ω) (p > 0) �·u x§p x¿
bði mët d¢y t«ng c¡c h m �a �i·u háa d÷îi tr¶n l¥n cªn Ω.

3.1 Lîp E0 cõa c¡c h m F-�a �i·u háa d÷îi

Tr÷îc h¸t, chóng tæi �÷a ra kh¡i ni»m mi·n F -si¶u lçi, �ành ngh¾a lîp
E0(Ω) cõa c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi tr¶n Ω.

�ành ngh¾a 3.1.1. Mët F -mi·n bà ch°n Ω trong Cn �÷ñc gåi l  F -si¶u
lçi, n¸u tçn t¤i h m γΩ x¡c �ành tr¶n mët mi·n si¶u lçi bà ch°n Ω′, sao cho
Ω = Ω′ ∩ {γΩ > −1} v  −γΩ l  F -PSH tr¶n Ω, γΩ ∈ PSH−(Ω′).
Ta nâi r¬ng, mët h m F -�a �i·u háa d÷îi ¥m bà ch°n u x¡c �ành tr¶n

mët mi·n F -si¶u lçi bà ch°n Ω thuëc lîp E0(Ω), n¸u
∫
Ω

(ddcu)n < +∞ v 

vîi méi ε > 0 tçn t¤i δ > 0 sao cho Ω ∩ {u < −ε} ⊂ Ω′ ∩ {γΩ > −1 + δ}.
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M»nh �· 3.1.2. Gi£ sû Ω l  mi·n F-si¶u lçi bà ch°n trong Cn. Khi �â

E0(Ω) 6= ∅.

Chó þ r¬ng, méi mi·n si¶u lçi bà ch°n l  F -si¶u lçi.
B¥y gií ta �÷a ra mët v½ dö ch¿ ra r¬ng, tçn t¤i mët mi·n F -si¶u lçi bà

ch°n Ω m  khæng câ �iºm trong theo tæpæ Euclidean thæng th÷íng. Hìn
núa, Ω thäa m¢n gi£ thi¸t cõa �ành l½ 3.3.1.

V½ dö 3.1.3.

Sau �¥y, ta câ m»nh �·.

M»nh �· 3.1.4. Gi£ sû Ω mi·n F-si¶u lçi bà ch°n trong Cn. Gi£ sû

r¬ng u ∈ E0(Ω) v  v ∈ F-PSH(Ω) sao cho u ≤ v < 0 tr¶n Ω. Khi �â

v ∈ E0(Ω) v  ∫
Ω

(−ρ)(ddcv)n ≤
∫
Ω

(−ρ)(ddcu)n,

vîi méi ρ ∈ F-PSH−(Ω) ∩ L∞(Ω).

Hìn núa, n¸u u = v trong {u > −ε0} vîi mët sè ε0 > 0, khi �â∫
Ω

(ddcv)n =

∫
Ω

(ddcu)n.

3.2 Lîp Fp cõa c¡c h m F-�a �i·u háa d÷îi

Tr÷îc h¸t, chóng tæi �÷a ra �ành ngh¾a lîp Fp(Ω) cõa c¡c h m F -�a �i·u
háa d÷îi tr¶n Ω.

�ành ngh¾a 3.2.1. Gi£ sû Ω l  mi·n F -si¶u lçi bà ch°n trong Cn v  p > 0.
K½ hi»u Fp(Ω) l  hå cõa c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi ¥m u x¡c �ành tr¶n
Ω, sao cho tçn t¤i mët d¢y gi£m {uj} ⊂ E0(Ω) hëi tö �iºm tîi u tr¶n Ω,
thäa m¢n

sup
j≥1

∫
Ω

(1 + (−uj)p)(ddcuj)n < +∞.
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Chó þ r¬ng, n¸u u ∈ Fp(Ω) th¼ u ∈ Fq(Ω) vîi måi q ∈ (0, p).
Vîi nhúng kh¡i ni»m th½ch hñp �÷ñc �÷a ra, chóng tæi tr¼nh b y mët sè

k¸t qu£, thæng qua c¡c m»nh �· sau.

M»nh �· 3.2.2. Gi£ sû Ω l  mi·n F-si¶u lçi bà ch°n trong Cn v  p > 0.

Gi£ sû u ∈ Fp(Ω), {uj} ⊂ E0(Ω) sao cho uj ↘ u tr¶n Ω v 

sup
j≥1

∫
Ω

(1 + (−uj)p)(ddcuj)n < +∞.

Khi �â ∫
{u>−∞}

(ddcu)n = sup
j≥1

∫
Ω

(ddcuj)
n.

Hìn núa, n¸u u bà ch°n th¼∫
Ω

(−v)(ddcu)n = sup
j≥1

∫
Ω

(−v)(ddcuj)
n,

vîi méi v ∈ F-PSH−(Ω) ∩ L∞(Ω).

M»nh �· 3.2.3. Gi£ sû Ω l  mi·n F-si¶u lçi bà ch°n trong Cn v  p > 0.

Gi£ sû u ∈ Fp(Ω) v  v ∈ F-PSH(Ω) vîi u ≤ v < 0.

Khi �â

v ∈ Fmin(p,1)(Ω)

v  ∫
{v>−∞}

(ddcv)n ≤
∫

{u>−∞}

(ddcu)n.

M»nh �· 3.2.4. Gi£ sû Ω l  mi·n F-si¶u lçi bà ch°n tr¶n Cn v  p > 0.

Gi£ sû u ∈ Fmin(p,1)(Ω) v  v ∈ F-PSH−(Ω), sao cho

(1 + (−u)p)(ddcu)n ≤ (1 + (−v)p)(ddcv)n

tr¶n Ω ∩ {u > −∞} ∩ {v > −∞}.
Khi �â u ≥ v tr¶n Ω.
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3.3 X§p x¿ h m F-�a �i·u ho  d÷îi

Trong möc n y, chóng tæi ph¡t biºu v  chùng minh �ành l½ ch½nh cõa
ch÷ìng, ch¿ ra r¬ng, méi h m F -�a �i·u háa d÷îi thuëc lîp Fp(Ω) câ thº
x§p x¿ bði d¢y t«ng c¡c h m �a �i·u háa d÷îi ¥m tr¶n d¢y gi£m c¡c mi·n
si¶u lçi chùa Ω .

�ành l½ 3.3.1. Gi£ sû Ω l  mi·n F-si¶u lçi bà ch°n v  {Ωj} l  d¢y gi£m

cõa c¡c mi·n si¶u lçi bà ch°n sao cho Ω ⊂ Ωj+1 ⊂ Ωj, vîi måi j ≥ 1.

Gi£ sû tçn t¤i ρ ∈ E0(Ω), ρj ∈ PSH−(Ωj) vîi ρj ↗ ρ h.k.n. tr¶n Ω. Khi

�â, vîi méi p > 0 v  vîi méi u ∈ Fp(Ω), tçn t¤i mët d¢y t«ng cõa c¡c

h m uj ∈ PSH−(Ωj) sao cho uj → u h.k.n. tr¶n Ω.

K¸t luªn cõa Ch÷ìng 3

Trong ch÷ìng n y, b¬ng c¡ch �÷a ra c¡c kh¡i ni»m mi·n F -si¶u lçi, �ành
ngh¾a lîp h m F -�a �i·u háa d÷îi E0(Ω) v  Fp(Ω), c¡c m»nh �·, công nh÷
�¢ sû döng to¡n tû Monge-Amp±re phùc v  c¡c M»nh �· 1.1.9, M»nh �·
1.1.10, M»nh �· 1.2.5, M»nh �· 1.2.6 M»nh �· 1.2.7, �¢ chùng minh �ành
l½ 3.3.1, trong �â kh¯ng �ành r¬ng, méi h m u ∈ Fp(Ω) (p > 0) �·u x§p x¿
bði mët d¢y t«ng c¡c h m �a �i·u háa d÷îi ¥m x¡c �ành tr¶n d¢y gi£m c¡c
mi·n si¶u lçi rëng hìn.



K¸t luªn v  ki¸n nghà

I. K¸t luªn

Luªn ¡n �¢ ch¿ ra c¡c �i·u ki»n �º câ sü t÷ìng �÷ìng cõa t½nh ch§t F -cüc
�¤i F -�àa ph÷ìng v  F -cüc �¤i cõa h m F -�a �i·u háa d÷îi v  �¢ ch¿ ra
c¡c �i·u ki»n �º thi¸t lªp v§n �· x§p x¿ cõa h m F -�a �i·u háa d÷îi bði
c¡c h m �a �i·u háa d÷îi ¥m. Cö thº:

1. Luªn ¡n �¢ ch¿ ra r¬ng, �èi vîi mët h m F -�a �i·u háa d÷îi li¶n töc

tr¶n Ω th¼ h m �â l  F -cüc �¤i tr¶n Ω khi v  ch¿ khi nâ l  F -cüc �¤i
F -�àa ph÷ìng tr¶n Ω (�ành l½ 2.1.2).

2. Luªn ¡n �¢ ch¿ ra r¬ng, �èi vîi mët h m F -�a �i·u háa d÷îi bà ch°n
tr¶n Ω th¼ h m �â F -cüc �¤i tr¶n Ω khi v  ch¿ khi nâ l  F -cüc �¤i F -�àa
ph÷ìng tr¶n Ω (�ành l½ 2.2.2).

3. Luªn ¡n �¢ ch¿ ra c¡c �i·u ki»n �º thi¸t lªp v§n �· x§p x¿ cho c¡c h m
F -�a �i·u háa d÷îi bði d¢y t«ng c¡c h m �a �i·u háa d÷îi ¥m tr¶n d¢y
gi£m c¡c mi·n si¶u lçi rëng hìn (�ành l½ 3.3.1).

II. Ki¸n nghà

Tø nhúng k¸t qu£ thu �÷ñc cõa Luªn ¡n trong qu¡ tr¼nh nghi¶n cùu,
chóng tæi �· xu§t mët sè h÷îng nghi¶n cùu ti¸p theo nh÷ sau:

1. Li»u ta câ thº t¼m �÷ñc �ành ngh¾a to¡n tû Monge-Amp±re phùc cho
c¡c h m F -�a �i·u háa d÷îi khæng bà ch°n kiºu nh÷ Cegrell?

2. Li»u ta câ thº gi£i �÷ñc ph÷ìng tr¼nh Monge-Amp±re phùc cho c¡c h m
F -�a �i·u háa d÷îi tr¶n c¡c mi·n F -mð? Li»u ta câ thº nghi¶n cùu t½nh
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ch§t nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �â nh÷: T½nh ên �ành nghi»m, t½nh li¶n
töc, li¶n töc Holder, ...?

3. Nghi¶n cùu c¡c t½nh ch§t v· h m F -�a �i·u háa d÷îi y¸u v  ¡p döng
cho bao �a cüc.
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