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1. Li do chon dé tai

No6i dung cuia toan bo luan an nay nghién cttu moét 16p dac biét cac ham
da diéu hoa dudi. D6 1a cac ham da dieu hoa dudi plurifine ma ta sé viét 1a
F-da dieu hoa dudi. Lich st clia van dé dua ra nghién citu xuat phét tir cac
két qua ctia H. Cartan vao dau nhiing nam 40 ctia thé ki truée. Khi do, dé
khéac phuc tinh khong lién tuc clia cdc ham dieu hoa dudi trén C, Cartan
da dua ra topo "fine" tréen C nhu 1 topo yéu nhat trén C ma lam cho moi
ham diéu hoa dudi 1a lien tuc. Ong da thiét lap duge mot s6 két qua déng
cha ¢ d6i véi 16p ham néi trén. Sau d6 vao nhing nam 70 (ctia thé ki trude),
Fuglede da dua ra cac ham diéu hoa fine va ham chinh hinh fine va thiét
lap moi lien heé gitta chung nhu moi lién hé gitta ham diéu hoa va ham chinh
hinh trong cac gido trinh gidi tich phitc. Tong quat cac khai niém tréen lén
C", Wiegerinck va cac cong sy da xay dung topd plurifine (ta sé ki hiéu la
F-topo) tréen C™ va xéc dinh khéi niem ham F-da dieu hoa dudi. Ho da
phat trien thanh Li thuyét da thé vi plurifine ma ta viét 1a F-da thé vi.

Mot van deé tu nhién duge dat ra trong Li thuyét F-da thé vi 14 nghién
ctu nhitng van dé tuong tu ciia Li thuyét da thé vi thong thuong cho lép
ham F-da dieu hoa dudi.

Nhu ta da biét, trong s6 cac ham da diéu hoa duéi trén tap md Euclidean
() trong C", ton tai mot 16p con gitt val tro rat quan trong, c6 nhiéu ung
dung trong Li thuyét da thé vi, dic biét trong giai bai toan Dirichlet tong
quat, d6 1 16p cac ham da dieéu hoa duéi cuc dai. Vi thé, nghién cttu tinh
cyc dai ctia ham da diéu hoa duéi trén tap con mé Euclidean trong C" 1a
mot trong nhitng van dé co ban cia Li thuyét da thé vi. Do tinh cyc dai
dia phuong ctia ham da diéu hoa duéi dé nhan thay hon trong nhiéu truong
hop nén mot y tudng ty nhién 14 chuyén viec xét tinh cyc dai (toan cuc)
clia ham da diéu hoa dudi ve viéc xét tinh cyc dai dia phuong ctia ham doé.

Tuy nhién, cho dén nay, viéc gidi quyét triet dé gitta tinh tuong duong clia
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tinh cyc dai dia phuong clia mot ham da dieu hoa dudi tuy v u trén tap
maé €2 va tinh cuc dal cua « trén €2 van 1a bal toan md.

Mot van de khac cting duge nhieu tac gid nghién cttu trong thoi gian gan
day 1a xap xi ham da diéu hoa dué6i bdi day tang cac ham da dieu hoa
dudi xac dinh trén mot mien rong hon. Benelkourchi, Cegrell, Hed, Alevin,
Persson, ... da thu duge nhitng két qua sau sac ve van dé trén trong khoang
10 nam trd lai day.

Theo hudng tiép can trén, Luan an cta ching toi tap trung nghién citu
16p ham F-da dieu hoa duéi cuc dai va van dé xap xi cia cic ham F-da
dieu hoa dudi.

2. Muc dich nghién citu cua Luan an

Luan 4n tap trung nghién cttu mot so tinh chat cta cac ham F-da dieu
hoa dudi. Cu the, nghién cttu méi quan hé gitta tinh chat dia phuong va
toan cuc clia cac ham F-da diéu hoa dudi, nghién cttu thiét lap van de xap
xi clia cac ham F-da diéu hoa dudi bdi day tang cdc ham da dieu hoa dudi
thong thuong.

3. Déi tuong nghién ciu

o Ham da diéu hoa dudi, ham F-da diéu hoa duéi va ham F-da diéu hoa
dudi cuc dai.

o Toan tt Monge-Ampére phiic cho 16p ham F-da diéu hoa dudi hitu han.
o Mot s6 16p ham F-da dieu hoa duéi trén Q: & () , F, (£2).
o Van dé xap xi cta cac ham F-da dieu hoa dudi.

4. Phuong phap nghién ciu

o Stt dung cac phuong phap nghién citu li thuyét trong nghién ctiu toan
hoc co ban véi cong cu va ki thuat truyen thong cia Li thuyét da thé
vi, F-da thé vi, Giai tich ham va Giai tich phc.

o Tham gia seminar nhom, seminar t6 bo mon de thusng xuyén trao doi,

thao luan, cong bo cac két qué nghién cttu, nham thu nhan cac thong
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tin ve tinh chinh x4c khoa hoc clia céc két qua nghién ciiu trong cong

dong cac nha khoa hoc chuyén nganh.
5. Nhitng déng gép cua Luan an

o Luan an da chi ra sy tuong duong gitta tinh chat F-cuc dai toan cuc
véi tinh chat F-cuc dai F-dia phuong ciia cac ham F-da diéu hoa dudi
lién tuc trén cac tap F-md ctia C" (Dinh 1f 2.1.2).

o Mé rong két qua trén va bang ki thuat chiing minh méi, Luan an da
chi ra su tuong duong gitta tinh chat F-cuc dal toan cuc véi tinh chat
F-cic dai F-dia phuong clia cac ham F-da dieu hoa duéi bi chan trén
cac tap F-md cua C" (Dinh i 2.2.2).

Két qua nay c¢6 ¥ nghia khoa hoc vi n6 ding cho cac ham F-da dieu
hoa dudi trén cac tap F-mo.

o Luan én da dua ra khai niém mien F-siéu 1oi va dua ra 16p F, (2). V6i
nhting khai niém thich hop nhu vay, Luan an da ching minh tinh chat
xap xi duge ctia ham F-da diéu hoa dudi béi day tang cac ham da dieu

hoa duéi am trén day giam cac mien siéu 16i rong hon (Dinh 1i 3.3.1).
6. Y nghia khoa hoc va thuc tién ctia Luan an

o Cac két qua duge néu ra trong Luan an 14 mdi, ¢6 tinh thoi sy, ¢6 ¢
nghia khoa hoc va da déng goép vao viéc nghién citu tinh chat cia cac
ham F-da dieu hoa dudi.

o Vé mat phuong phap, Luan an da gop phan lam phong phu thém cac
cong cu va ki thuat nghién citu Giai tich phitc va Li thuyét da thé vi.

7. Cau tric ctia Luan an
Cau trac ctia Luan an duge trinh bay theo dung qui dinh cu thé déi véi
luan an tién si ctua Truong Dai hoc Su pham Ha Noi. Cau trac Luan an

bao gom cac phan: Md dau, Tong quan ve céc van de trong Luan an (Tong
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quan), cac Chuong, Két luan, Danh muc cong trinh trong Luan an, Tai lieu
tham khao.

Noi dung chinh ctia Luan 4n gom ba chuong nhu sau:

o Chuong 1. Ham F-da diéu hoa duéi va toan tit Monge-
Ampere phiic
Chuong 1 trinh bay mot s6 kién thiic can thiét ve F-topo, dinh nghia va
mot s6 tinh chat cia ham F-da diéu hoa dudi, toan tt Monge-Ampere
phtic va ham F-da dieu hoa duéi cuc dai, cling nhu mot so két qua sé

sit dung trong cac chuong sau.

o Chuong 2. Tinh chat dia phuong ctia ham F-da diéu hoa
dudi cuc dai
Chuong 2 da dua ra diéu kién lién tuc hoac bi chdn dé dam bao dicu
kien can va di dé mot ham F-da diéu hoa dudi la F-cuc dai F-dia
phuong 1a F-cuc dai toan thé trén tap F-md Q) trong C". Cac két qua
chinh thu ducgc la Dinh 1i 2.1.2 va Dinh Ii 2.2.2.

o Chuong 3. Xap xi ham F-da diéu hoa duéi
Chuong 3 da chi ra khi nao thi ham F-da diéu hoa du6i am u trong
F-mién €, c6 the duge xap xi béi mot day tang clia cac ham da diéu
hoa duéi duge xac dinh trén cac 1an can Euclidean ctia . Két qué chinh
cta chuong la Dinh 1 3.3.1.
Phan cudi, trong Két luan, ching toi diem lai cac két qua nghién citu
chinh da trinh bay trong Luan an. Trong phan Kién nghi, ching toi dua
ra mot vai v tudng nghién cttu tiép theo dé phat trien de tai ciia Luan
4n. Chung toi hi vong, sé nhan dudc nhieu sy quan tam va chia sé clia
cac nha khoa hoc va dong nghiép, gitup hoan thién cac két qua nghién

cuu.



)
Tong quan vé cac van dé trong Luan an

Nhu da trinh bay 6 trén, ham da diéu hoa duéi 14 mot trong cac doi tuong
trung tam cua Li thuyét da thé vi. Viéc nghién citu cac ham da dieu hoa
dudi ma trong tam cta noé la nghién ctu cac toan tit Monge-Ampere phiic
da thu hat su quan tam ctia nhiéu nha toan hoc 16n tit thap nién 30 ctia thé
ki XX va da thu dugc nhitng két qué sau sac. Nhitng cong trinh clia céc tac
gia K. Oka, H. Cartan, P. Lelong, E. Bedford, B.A. Taylor, U. Cegrell, S.
Kolodziej, ... khong chi a&nh hudng sau sac dén sy phat trien ctia Giai tich
phtic nhiéu bién néi rieng ma con thic day su phat trien ctia nhiéu linh vuc
khac trong Toan hoc hién dai.

Theo topo Euclidean thong thuong, cdc ham da dieu hod dudi noéi chung
la khong lién tuc, trong khi tinh lién tuc lai gitt val tro then choét trong
nghién cttu Li thuyét ham. Vi thé, viéc dua ra nhting topo mdéi nham mo ta
tot hon tinh lién tuc clia cic ham da dieu hoa duéi da duge quan tam ti
thap nién 30 clia thé ki trudc.

Nam 2003, El Kadiri da dinh nghia khai niém cia ham F-da diéu hoa
dudi tréen mot tap con F-md cia C" va da nghién citu cac tinh chat cla
cac ham do6. Cac ham nay da dugc gi6i thiéu nhu la cac ham F-ntta lién
tuc trén, ma han ché trén duong thang phitc 13 ham F-diéu hoa dudi, 6 d6
mot ham F-dieu hoa dudi dude dinh nghia trén mot F-mien 1a nita lién tuc
trén va thoéa man bat dang thic gia tri trung binh. Dinh nghia nay 14 md
rong tit nhien ham da diéu hoa duéi cho ham F-da diéu hoa dudi.

Nam 2010, El Marzguioui va Wiegerinck da nghién cttu tinh chat lién tuc
clia cac ham F-da diéu hoa dudi trén tap F-md. Ho da chitng minh réng,
ham F-da dieu hoa duéi 14 F-lién tuc.

Nam 2011, El Kadiri, Fuglede va Wiegerinck da chitng minh nhiéu tinh
chat quan trong ctia cdc ham F-da diéu hoa dudi.

Nam 2004 va 2006 trén mot mien siéu 161 bi chan (tuong tng trén mot
tap mé) 2 C C", Cegrell, tuong tng Blocki da xay dung toan tit Monge-



6

Ampere phtic doi véi mot 16p cac ham da dieu hoa dudi khong bi chan. Hon
nita trong ciing dang ay doi véi cac 16p ham da dieu hoa dudi bi chin dia
phuong, ho da ching minh rang, cuc dai 1a khai niém dia phuong déi véi
cac 16p ham da diéu hoa duéi ma ho da gi6i thiéu va nghién ctu.

Nam 2014, El Kadiri va Wiegerinck da dinh nghia toan tit Monge— Ampere
trén cac ham F-da diéu hoa duéi hitu han trong cac tap F-md va da chi
ra rang n6 dude xac dinh 14 do do duong. El Kadiri v& Smit da gi6i thiéu
va nghién cttu khéi niém cta cac ham F-da dieu hoa dudi F-cyc dai va
cac ham F-da dieu hoa du6i F-cic dai F-dia phuong, dé 14 md rong khai
niém cua cac ham da diéu dudi cuc dai trén mot mien Euclidean t6i mot
F-mién ctia C" theo mot cach tu nhién. Ho da chitng minh rang moéi ham
da dieu hoa dudi F-cyc dai, F-dia phuong, bi chin xac dinh trén mot tap
md Euclidean 13 F-cue dai va ho da dua ra vi du, chi ra rang két qué nay
la khong kha thi khi ham khong httu han.

Huéng nghién citu dau tién ctia Luan an 1a md rong két qua clia cac tac
gid trén do6i véi cac ham F-da dieu hoa dudi. Cu the, ching téi nghién ciu
dieu kien du dé nhan duge tinh F-cuc dai ctia cac ham F-da diéu hoa dudi
trong cac tap F-md tir tinh chat dia phuong tuong tng.

Tiép dén chiing t6i xét bai toan xap xi ham F-da diéu hoa dudi bdi day
tang cac ham da dieu hoa dudi. Lich st ctia van dé nay 1a nhu sau:

Két qua dau tién thuoc ve Fornaess va Wiegerinck, da dua ra dinh If (nam
1989) khang dinh rang, néu € 13 mién bi chan véi C''-bien va u la lien tuc
trén Q thi w c6 the duge xap xi déu trén Q béi mot day clia cac ham da
dieu hoa duéi tron duge xac dinh trén cac lan can Euclidean cta €. Gan
day Avelin, Hed and Persson da md rong két qua nay t6i mién véi bién dia
phuong dudc cho bdi do thi clia cdc ham lién tuc. Ngoal ra, theo két qua
clia S. Benelkourchi , U. Cegrell, L. Hed va N. X. Hong, ham da dieu hoa
dudi u c6 the duge xap xi don dieu it bén ngoai béi day tang cac ham da
dieu hoa dudi, néu mien Q c6 tinh chat F-xap xi va u thuoc vé mot trong

nhiing 16p Cegrell trong €.
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Nhiing két qua noi trén dan dén van de sau: Gid st u 1a mot ham F-da
diéu hoa dudi am trong F-mieén . Khi ndo thi v c¢6 thé dude xap xi béi
mot day tang clia cac ham da dieu hoa dudi duge xac dinh trén céc lan can
Euclidean cua €27

Do d6 trong luan an nay, ching toi nghién citu va gidi quyét hai van de

sau day.

Van dé thi@ nhat: Nghién ciu tinh chat dia phuong ctia ham
F-da dieu hoa duéi cuc dai

Klimek da chting minh rang, mot ham da diéu hoa dudi bi chan dia
phuong u xéc dinh trén mot tap md Euclidean 1a cyc dai néu va chi néu
(dd“u)™ = 0, va vi thé, ham da diéu hoa dudi bi chdn, xac dinh trén mot
tap mdé Euclidean 13 cyc dai néu va chi néu no 1a cuyc dai dia phuong. Nhu
thé tinh cuc dai va tinh cyc dai dia phuong doi véi ham da diéu hoa dudi
bi chan dia phuong xac dinh trén mot tap md Euclidean la tuong duong.

Mizc du doi v6i mot ham F-da dieu hoa duéi bi chan u dude xac dinh
trén mot tap F-md Q thi todn tit Monge-Ampere phiic (dd“u)" c6 the dinh
nghia mot cach F-dia phuong trong )2 nhung nhiing ki thuat quen thuoc
clia Klimek va cac tac gia khac khong ap dung duge cho tinh huong u 1a
ham F-da dieu hoa dudi trén Q. Chinh vi thé, can phai tim nhiing ki thuat
khac dé tong quat két qua cta Klimek cho 16p ham F-da diéu hoa dudi.

Nhu da trinh bay & trén, ching t6i dua ra nhing dieu kién du de ti tinh
chat F-cuc dai dia phuong clia mot ham F-da dieu hoa dudi trén mot tap
F-md € trong C" ciing 1a F-cuc dai trén €. Cu thé: Dinh 1f 2.1.2 chi ra
rang, doi véi mot ham F-da dieu hoa dudi lien tuc trén Q thi ham dé F-cuc
dai trén €2 khi va chi khi n6 la F-cuc dai F-dia phuong trén €.

Tiép theo, ching toi md rong két qua trén, thay thé dieu kién lién tuc
trong Dinh 1f 2.1.2 bdi dieu kien "yéu" hon 1& bi chan ciia ham F-da diéu
hoa duéi tréen mot tap F-md Q trong C". Két qua nhan duge 1a Dinh i
2.2.2, chi ra rang tinh chat F-cyc dai la tuong duong véi tinh chat F-cic



dai F-dia phuong.

Van dé thi hai: Nghién citu viéc xap xi ham F-da diéu hoa
duéi béi cac ham da diéu hoa duéi

Ching t6i dua ra nhing diéu kien di dé mot ham F-da dieu hoa duéi u
trong mot tap con mdé Euclidean Q dude xap xi béi mot day tang cac ham
da diéu hoa dudi. O day, viec xap xi ham u duge hidu theo nghia, u ¢6 thé
duge xap xi déu trén Q béi mot day tang cac ham da diéu hoa dudi tron
xac dinh trén lan can Euclidean cua ().

Bang cach dua ra cac khai niém mien F-siéu 1oi, dinh nghia 16p ham
F-da dieu hoa dudi & (Q2) va F,(€2), ching toi da ching minh Dinh i 3.3.1,
trong d6 khang dinh rang mdi ham u € F,(2) (p > 0) déu xap xi béi mot

day tang cac ham da dieu hoa dudi trong lan can €.

Cac két qua ciia Luan an da dudc bao cao tai hoi nghi, hoi
thao sau:
[1] Hoi nghi (01/2017), "Xap xi ctia ham F-da dieu hoa dudi", Béo cédo Hoi
nghi khoa hoc, Khoa Toan - Tin, Truong Dai hoc Su pham Ha Noi.
2] Hoi nghi (12/2017), "Cuc dai dia phuong ctia ham F-da dieu hoa dudi
bi chan", Bao cao Hoi nghi khoa hoc, Khoa Toan - Tin, Trusng Dai hoc Su
pham Ha Noi.
3] Hoi nghi Khoa hoc (8/2018), "Tinh chat dia phuong ctia cac ham F-da
dieu hoa dudi cuc dai", Bao cédo Tieu ban Giai tich - Dai hoi Toan hoc Viét
Nam lan thit IX - Nha Trang.



Chuong 1

Ham F-da diéu hoa duéi,
F-da diéu hoa duéi cuc dai

va toan t0 Monge-Ampeére phic

Trong chuong nay, ching to6i nhac lai mot so kién thic co ban vé F-topo
trong C", ham F-da diéu hoa dudi, toan tit Monge-Ampere phiic cho cac
ham F-da dieu hoa duéi, ham F-da diéu hoa duéi cuc dai va dua ra mot
so két qua nghién citu da duge st dung trong Luan an.

1.1 F-topd va ham F-da diéu hoa duéi

Sau day, ta nhac lai mot so kién thiic co ban ve F-topo da dugce néu bdi
E. Bedford, B. A. Taylor, El. Marzguioui va J. Wiegerinck.
Dinh nghia 1.1.1. F-tépo trén tap md Euclidean Q € C" 1a topo yéu
nhat trén € lam cho moi ham da diéu hoa duéi trén €2 1a lién tuc.

2

T cac ham da dieu hoa dudi luon 1 nita lién tuc trén, mot co sé con dia
phuong tai bat ki a € Q duge cho béi cac tap

Ula, B, 0) ={z € B: p(z) > 0}
6 d6 B C Q la mot hinh cau tam a va p € PSH(B) véi p(a) > 0.

Meénh dé sau day mo ta lan can cta diem a.
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Meénh dé 1.1.2. Gid s F-topo F trén mot tap md Euclidean 2 C C™.
Khi do, cac tap U(a,B, ) tao thanh mot co sd dia phuong doi vdi F-
topo F.

Dinh 1i sau day duge néu bdi J. Wiegerinck, ve tinh chat ctia F-topo F.

Dinh 1i 1.1.3. Gia su F-topo F trén mot tap mo Fuclidean €2 C C™,
i) F la tua-Lindelof, nghia la, moi hgp tay y cua cdc tap F-md la hop
ctia mot hop cdc tap con dém dugc va mot tap da cuc.
i) F la chinh qui day, nghia la, vdi moi tap F-dong A C Q va
a € QO\A, ton tai mot ham F-lién tuc f sao cho f|, =0 va f(a) # 0.

Nhan xét 1.1.4. Topo Euclidean yéu hon F-topo.

Tiép theo, chung to6i nhéc lai mot s6 dinh nghia, ménh dé duge néu bdi
J. Wiegerinck, M. El Kadiri va M. Smit.

Dinh nghia 1.1.5. Ham f xac dinh trén tap /-mé U C R" duge goi la
ham F-dieu hoa dudi néu:

(¢) f la F-nia lién tuc tren;

(17) f(2) < fafv fdéﬁf\‘/ v6l V' trong mot co s6 dia phuong ctia F-topo
tal z;

(419) f #Z —oo trén moi F-thanh phan cta U.

Dinh nghia 1.1.6. Cho €2 la mo6t tap con F-md cua C".

Ham f : Q — [—00,+00) duge goi la F-da dieu hoa duéi néu f la
F-ntia lién tuc trén va véi moi dusng thang phic [ trong C”, han ché cta f
t6i bat ki F-thanh phan ctia tap con F-md6 [ N Q cia [ 1& F-dieu hoa dudi
hodc = —o0.

Ménh dé 1.1.7. Gid st G va U la cdc tap F-md trong C" sao cho
G CU. Gid st rang u € F-PSH(U), v € F-PSH(G)
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va F-limsupwv (z) < u () vdi moi ¢ € OrGNU. Khi do, ham
G32—(

w(z) = max (u(z),v(z)) néuze G,
u(2) néu z € U\G,

thuoc F-PSH(U).

Sau day, ta nhac lai mot so tinh chat clia cac ham F-da dieu hoa duéi
duge néu béi M. El Kadiri, B. Fuglede va J. Wiegerinck .

Meénh dé 1.1.8. Gid su ) la tap con md Euclidean cia C".

Vi ham f: Q — [—o0; +00), cdc khang dinh sau la tuong duong:

(i) fla ham da diéu hoa dudi (theo nghia thong thuong).

(ii) f la ham F-da dieu hoa dudi C-manh (tic la, vdi moi z € §2, ton
tat mot lan can compact K cia z trong 2 va mot day {f;} cdic ham da
diéu hoa dudi trong lan cdn md FEuclidean ctia K sao cho {f;} hoi tu
deu dén f trén K) va khong dong nhdt bang —oo trén bat ki thanh phan
cua ).

(iii) f la ham F-da dieu hoa dudi va khong dong nhat bang —oo trén
moi thanh phan cia Q.

Ching toi phat bieu va ching minh hai ménh dé sau day ma chtung da
duge dung trong Chuong 3.

Meénh dé 1.1.9. Cho Q la tdgp F-md trong C* va u € F-PSH ().
Gid st x : R~ — R~ la ham loi tang. Khi dé x ou € F-PSH™(Q).

Ménh dé 1.1.10. Gid st Q la tap F-md trong C" va ¢ la ham da
dieu hoa dudi chat tréen C", tic la vdi moi z € C", ton tai lan can md
Euclidean U ctia z va ¢ > 0 sao cho ham ¢ — ¢|z|* la da diéu hoa dudi

tréen U. Gid st u,v € F-PSH () sao cho

/ (dd°p)" = 0.

QN{—oco<u<v}

Khi do uw > v trén ().
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1.2 Toan ti Monge-Ampere phic

Truéc hét, ching toi nhac lai hai dinh nghia va hai dinh 1i sau, dugc néu
bdéi M. El Kadiri va J. Wiegerinck.
Dinh nghia 1.2.1. B6i QB(C") ta hieu d6 la o-dai s6 trén C* dugc sinh
bdi cac tap Borel va cac tap con da cuc cua C”.
Dinh li 1.2.2. Gid st u la ham F-da diéu hoa dudi trén U. Khi dé
ton tai tap da cuc F-déng E trong U sao cho u la F-da dieu hoa dudi
C-manh trén U\E.
Dinh 1i 1.2.3. Gid si& uy,us,v1, vy la cic ham da dieuw hoa dudi trén
mien Q C C". Néu up — ug = vy — vy trén tap F-md O C Q thi
(dd(u1 — u2))"|p = (dd“(v1 — v2))"| -

Tit két quad trén, ta co the xac dinh dude toan tit Monge-Ampere cho céc
ham F-da diéu hoa duéi hitu han. Ta ¢6
Dinh nghia 1.2.4. Gia st Q la tap F-md trong C" va QB(f2) 1a han
ché cia QB(C") trén Q. Gid st uy,...,u, € F-PSH(2) la httu han.
St dung tinh chat tya-Lindeldf ctia F-topo va Dinh 1i 1.2.2, ton tai mot
tap da cyc £ C §2, mot déay cta cac tap con F-md {Ox} va cac ham da

dieu hoa dudi f;x, g;x xac dinh trén céc lan can Euclidean ciia Oy sao cho
Q=EUU,~;Orvauj = fijr — gjr trén Oy. Ta dinh nghia Oy := 0 va

/ddcul A ... Nddu, =

B (1.1)
> / dd(fr; — g15) Ao ANdd(faj — gn);
= ano) U 00
A e QB(Q).
Theo Dinh 11 1.2.3, cong thitc (1.1) xéc dinh mot do do trén F.
Cht y rang do do nay khong phu thuoc vao {O}, {fix} va {gjx} Ta noi
n6 la do do Monge-Ampere phitc clia cac ham F-da diéu hoa dudi.
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Sau day, nhac lai ménh de da dugc néu bdi E. Bedford va B. A. Taylor.
Meénh dé 1.2.5. Gid st Q) la tap F-md trong C* va gid sé uq, ..., uy, €
F-PSH(Q) la hiu han. Khi do, dd°uy A ... A ddu, la mot do do khong
am trong QB(S2).

Tiép theo, ching toi dua ra mot s6 két quéa thong qua hai ménh de, ma
chung da dugc st dung trong Chuong 3.

Meénh dé 1.2.6. Gid st Q la tap F-md trong C" va u la do do khong am
tren QB(S2). Gia st u,v € F-PSH(Y) la htu han sao cho (dd°u)" > i
va (dd“v)"™ > p trong 2. Khi do,

(dd® max(u,v))" > u trong €.

Két qué sau day cho chiing ta tinh tira-lién tuc clia toan tit Monge-Ampere
va cac day don dieu F-da dieu hoa dudi.

Meénh dé 1.2.7. Gid si Q la tap F-md trong C" va u € F-PSH ™ (Q)
la hitu han. Gid st {u;} la mot day don diéu cia cic ham F-da dieu
hoa dudt am, hiu han, sao cho w; — w h.k.n. trén (2. Khi do

/ F(dduw)" < liminf / f(ddu;)",
Q Q

J—+o00

vdi mot ham [ khong am, bi chan, F-lién tuc trén Q.

1.3 Ham F-da diéu hoa duéi cuc dai

Bay gio ta gidi thieu 16p ham F-da diéu hoa dudi c6 nhiéu tién ich trong
Li thuyét F-da thé vi.
Dinh nghia sau, dugc néu bsi M. El Kadiri va M. Smit.

Dinh nghia 1.3.1. Gia st Q) C C"latap F-md va gia st u € F-PSH(L2).
Ta noi rang u la F-cuc dai trén € néu véi moi tap F-md bi chan G ciia C"
véi G C €, va v6i mdi ham v € F-PSH(G) sao cho v bi chan trén tren G

va mo rong JF-nta lién tuc trén t61 G° , thoa man
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v < utrén 0rG = v < u trén G.

Nam 2014, El Kadiri v& Smit da chiing minh mot s6 tinh chat co ban cla
ham F-da dieu hoa dudi cuyc dai. B6i ménh deé sau, ho da chi ra mot diéu
kien can dé mot ham F-da dieu hoa dudi 1a F-cuc dai.

Meénh dé 1.3.2. Gid st f la ham F-da diéu hoa dudi F-cuc dai, hiu
han trén F-mién U trong C". Khi dé ta cé (dd°f)" = 0.

Cac két qua quan trong ve ham F-da dieu hoa duéi cuc dai dude ching
toi phat bieu thong qua hai ménh dé sau day.

Meénh dé 1.3.3. Gid s 2 la tap F-md trong C". Gid st rang u la ham
F-da diéu hoa dudi bi chan trén ).
Khi dé, cac dieu kién sau la tuong duong:

(a) u e F-MPSH(S2).

(b) u+ g€ F-MPSH(), vdi méi ham da dieu hoa g trén C".

(c) Vdi moiv € F-PSH(Q) va vdi moi tap F-md G C Q vdi G C €,
ta co

sup(v — u) < sup(v — u).
G O\G
Meénh dé 1.3.4. Gid st ) la tap F-md trong C" va w la ham F-da dieu
hoa dudi bi chan trén ). Gid st vdi moi = € C*, ton tai mot lan can
mo Euclidean V, C C" cua z sao cho u VN0 la F-cuc dai trén V, N €.

Khi do, u la F-cuc dai trén ().

Két luan cta Chuong 1

Trong chuong nay, ching toi da trinh bay mot so kién thic can thiét ve
F-topo, dinh nghia va mot so tinh chat clia ham F-da dieu hoa dudi va
ham F-da diéu hoa dudi cyc dai. Dong thoi ciing da dua ra mot s6 két qua
ma da dude st dung trong céc chuong sau. Cu thé, da dua ra dinh nghia
ve Toan tit Monge-Ampeére phtic ma da sit dung trong hai chuong sau, da
dua ra Meénh de 1.3.3, Meénh de 1.3.4 (da dugc st dung trong Chuong 2) va
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céc Menh dé 1.1.9, Menh dé 1.1.10, Menh d& 1.2.5, Menh dé 1.2.6 Menh dé
1.2.7 (d& dugc st dung trong Chuong 3).



Chuong 2

Tinh chat dia phuong ciia ham F-da diéu

hoa dudi cuc dai

Chuong nay, chiing téi dua ra nhitng diéu kien du dé tit tinh chat F-cuc
dai dia phuong ciia mot ham F-da dieu hoa dudi trén mot tap F-md Q
trong C" cling 1a F-cuc dai tréen . Cu thé: Dinh If 2.1.2 chi ra ring, déi
v6i mot ham F-da dieu hoa duéi lién tuc trén € thi ham dé F-cuc dai trén
(2 khi va chi khi n6 la F-cuc dai F-dia phuong trén ).

Tiép theo, ching toi md rong két qua trén, thay thé dieu kién lién tuc
trong Dinh 1f 2.1.2 bdi dieu kién "yéu" hon 1& bi chan cia ham F-da diéu
hoa dudi tréen mot tap F-md Q trong C". Két qua nhan duge 1a Dinh i
2.2.2, chi ra rang tinh chat F-cyc dai 1a tuong duong véi tinh chat F-cyc
dai F-dia phuong.

2.1 Tinh cuc dai dia phuong ctia ham F-da diéu hoa duéi lién tuc

Trong muc nay, chtiing toi sé chi ra dieu kién lién tuc cia mot ham F-da
dieu hoa dusi dé dam bao dieu kién can va di, mot ham F-da dieu hoa
dudi F-cuc dai la F-cuc dai F-dia phuong.

Tru6e hét, ta c¢6 dinh nghia sau:

Dinh nghia 2.1.1. Gia st Q) C C" la tap F-md va gia st u € F-PSH((2).
Ham u dude goi 1a F-cuc dai F-dia phuong trén Q néu véi moéi z € C,
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ton tai mot lan can F-mdé V, C C" cla z, sao cho u
V. N«.

VN0 la F-cuc dai trén

Két qua quan trong nhat ctia muc nay 1a dinh Ii sau day.
Dinh li 2.1.2. Gia su €2 la tap F-mo trong C". Gia si u la ham F-da
dieu hoa dudi lién tuc trén Q. Khi dé u la F-cuc dai trén Q néu va chi
néu né la F-cuc dai F-dia phuong trén €.

2.2 Tinh cyc dai dia phuong ctia ham F-da diéu hoa duéi bi chin

Trong muc nay, ching toi sé chi ra dieu kién "yéu" hon 1& b3 chan cla
moét ham F-da dieu hoa duéi, dé dam bao diéu kien can va di, mot ham
F-da dieu hoa duéi F-cuyc dai la F-cuc dai F-dia phuong, d6 13 md rong
két quéd 6 muc trén, véi mot ki thuat chiing minh méi. Day 14 mot trong s6
cac két qua c6 ¥ nghia khoa hoc, vi n6 dung cho cac ham F-da dieu hoa
dudi trén cac tap F-md. Ngoal ra, chung toi ciing chi ra mot tng dung doi
v6i mot 16p ham F-da dieu hoa duéi F-cuyc dai bi chin.

Trude hét, ta can phat bieu va chiing minh bo dé quan trong sau day.
Bo6 dé 2.2.1. Gid su D la mién siéu l0i trong C" va gid s {p;} la mot
day cac ham da diéu hoa dudi xdc dinh trén cdc tap con md Euclidean
U; cua D sao cho

[j Uj c D.
j=1

Khi dé, ton tai mot day tang ctua cic ham da diéu hoa dudi am bi chan
{1} trén D sao cho:

(i) Y — 0 tréen D\FE, ¢ do E C D la tap da cuc;

(i1) @; lien tuc tren U; O {, > —1}, vdi moi j, k > 1.

Két qua quan trong nhat ctia muc nay 1a dinh Ii sau day.
Dinh 1i 2.2.2. Gid s $2 la tap F-md trong C" va gid st u € F-PSH(S)
la bi chan. Khi do, cdc khang dinh sau la tuong duong:
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(1) w la F-cuc dai trén €.
(11) u la F-cuc dai F-dia phuong trén €.
(11i) (dd“u)" = 0 trén QB(S).

Tu dinh i trén, ching toi dua ra vi du ve cac 16p ham F-da dieu hoa
dudi F-cuc dai thong qua hé qua sau.

Hé qua 2.2.3. Gid s ) la tagp F-md trong C" va gid st u € F-PSH(S)
la b1 chan. Khi do, vdi m € N*, ta co

uvom e F-MPSH(2 x C™),

d dé w: C"™™ — C" la phép chiéu chinh tdc.

Két luan ctia Chuong 2

Trong chuong nay, chung toi da trinh bay Dinh 1i 2.1.2 va Dinh 1i 2.2.2.
Cu the, da dua ra mot ki thuat ching minh méi, da ching minh duge su
tuong duong gitta cuc dai dia phuong va toan cuc doéi véi 16p ham F-da
dieu hoa duéi trén tap F-mé ciia C", véi dieu kien ham d6 lién tuc hoac bi
chén. Ching toi da dua ra Bo dé 2.2.1 va da st dung bo dé nay dé ching
minh Dinh 1f 2.2.2. Chuong nay ciing dua ra vi du vé 16p ham F-da diéu
hoa dudi F-cuyc dai thong qua Hé qua 2.2.3.



Chuong 3
Xap xi ham F-da diéu hoa duéi

Trong chuong nay, Chtung toi dua ra nhitng diéu kién di dé mot ham
F-da dieu hoa dudi v trén mot tap con mé Euclidean € duge xap xi bdi
mot day tang cac ham da didu hoa dudi. O day, viee xap xi ham u dugc
hiéu theo nghia, u c¢6 thé duge xap xi béi mot day tang cac ham da diéu
hoa dudi tron xéac dinh trén lan can Euclidean cua €.

Biang cach dua ra cic khai niem mién F-siéu [oi, dinh nghia 16p ham
F-da dieu hoa dudi E(Q) va F,(Q), ching toi da ching minh Dinh i
3.3.1, trong d6 khang dinh rdng méi ham u € F,(Q) (p > 0) déu xap xi

b6t mot day tang cac ham da dieu hoa dudi trén lan can .

3.1 Lép & cuia cac ham F-da diéu hoa duéi

Truéc hét, ching t6i dua ra khai niém mieén F-siéu 1oi, dinh nghia lép
Ep(Q2) cta cac ham F-da dieu hoa dudi trén €.
Dinh nghia 3.1.1. Mot F-mién bi chan € trong C" dugc goi 1a F-siéu
104, néu ton tai ham vq xac dinh trén mot mién siéu 161 bi chan €, sao cho
Q=0 N{yq> -1} va —yq la F-PSH tren Q, v € PSH ().

Ta néi rang, mot ham F-da dieu hoa dudi am bi chian u xac dinh trén
mot mien F-siéu 161 bi chan © thuoc ldp (), néu [(ddu)" < 400 va

0

v6i moi € > 0 ton tai § > 0sao cho QN{u < —e} C VU N{yg>—-1+6}.
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Meénh dé 3.1.2. Gid st 2 la mién F-siéu loi bi chan trong C". Khi dé
Eo(2) # 0.

Cha ¥ rang, moi mien siéu 1oi bi chan la F-siéu 10i.

Bay gio ta dua ra mot vi du chi ra rang, ton tal mot mien F-siéu 161 bi
chan  ma khong c6 diém trong theo topd Euclidean thong thuong. Hon
nita, 2 thda man gia thiét ctia Dinh 1i 3.3.1.

Vi du 3.1.3.

Sau day, ta c6 ménh de.

Meénh dé 3.1.4. Gid st Q mién F-siéu loi b chdn trong C". Gid st
rang u € E(Q) va v € F-PSH(Q) sao cho u < v < 0 trén Q. Khi dé

v e &(Q) va
/ (—p)(ddoo)" < / (—p)(dd°w)"

0 0
vdi moi p € F-PSH™(2) N L>(Q).
Hon nita, néu v = v trong {u > —eo} vdi mot s6 g9 > 0, khi do

/ (do)" = [(ddu

Q
3.2 Ldp F, ciia cac ham F-da diéu hoa duéi

Trude hét, ching t61 dua ra dinh nghia 16p F,(2) clia cdc ham F-da dieu
hoa dudi trén (2.

Dinh nghia 3.2.1. Gi4 st € 1a mién F-siéu 161 bi chan trong C" va p > 0.
Ki hieu F,(Q2) la ho ctia cdc ham F-da dieu hoa dudi am u xac dinh trén
(), sao cho ton tai mot day giam {u;} C & () hoi tu diem t6i u trén ©,
thoa man

sup/(l + (—u;)P)(ddu;)" < +o0.

j>1
Q
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Chi ¥ rang, néu u € F,(Q) thi u € F,(Q) v6i moi ¢ € (0, p).
V6i nhitng khai niém thich hop duge dua ra, ching toi trinh bay mot so
két qua, thong qua cac ménh de sau.
Meénh dé 3.2.2. Gid st Q2 la mién F-siéu 16i b chan trong C" vap > 0.
Gia st u € Fp(Q), {u;} C &E() sao cho uj yu trén 2 va
sup/(l + (—u;)P)(ddu;)" < +oo.

j>1
Q

/ (dd*w)" = sup / (dd°u;)".

{u>—o00} Q

Khi do

Hon nita, néu w bi chin th

[-oaday =sw [ (-ojddu,),
j>1
0 0
vdi moi v € F-PSH ™ (2) N L>(Q).
Meénh dé 3.2.3. Gid st Q2 la mién F-siéu 1oi b chan trong C" vap > 0.
Gia st u € Fp(Q) vav e F-PSH(Q) vdiu < v <0.
Khi do

(S erin(p,l) (Q)

/ (dd°v)" < / (dd°u)"

{v>—00} {u>—o00}
Meénh dé 3.2.4. Gid si 2 la mién F-siéu 107 b chan trén C" va p > 0.
Gia st u € Foin(p1)(Q2) va v € F-PSH™(Q2), sao cho

(1+ (mw)P)(ddu)" < (14 (=v)")(ddv)"

Va

tren QN {u > —oo} N{v > —o0}.
Khi do uw > v trén ).
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3.3 Xap xi ham F-da diéu hoa duéi

Trong muc nay, ching téi phat biéu va ching minh dinh If chinh cta

chuong, chi ra rang, méi ham F-da diéu hoa dudi thuoc 16p F,(§2) co the
xap xi bdi day tang cac ham da dieu hoa dudi am trén day gidm céc mién
sieu 1oi chia 2 .
Dinh 1i 3.3.1. Gid st Q la mien F-siéu loi bi chan va {Q;} la day giam
clia cde mien siéu 1oi bi chan sao cho Q C Q;11 C ), vdi moi j > 1.
Gid s ton tai p € Ey(Q), p; € PSH™(Qy) vdi p; 7 p h.k.n. trén Q. Khi
dé, vdi moi p > 0 va vdi moi u € F,H(Q), ton tai mot day tang cla cac
ham u; € PSH™();) sao cho uw; — u h.k.n. trén ).

Két luan ctia Chuong 3

Trong chuong nay, bang cach dua ra cac khai niem mien F-siéu loi, dinh
nghia 16p ham F-da dieu hoa duéi £(2) va F,(Q2), cdc ménh de, ciing nhu
da st dung toan tit Monge-Ampere phtic va cac Ménh dé 1.1.9, Ménh de
1.1.10, Menh dé 1.2.5, Ménh de 1.2.6 Ménh dé 1.2.7, da ching minh Dinh
i 3.3.1, trong d6 khang dinh réng, moéi ham u € F,(2) (p > 0) déu xéap xi
bdi mot day tang cac ham da dieu hoa dudi am xac dinh trén day gidm cac

mién siéu 1oi rong hon.



Két luan va kién nghi

I. Két luan
Luan an da chi ra cac diéu kién deé c6 su tuong duong clia tinh chat F-cuc
dai F-dia phuong vd F-cuc dai clia ham F-da diéu hoa dudi va da chi ra
cac dieu kién de thiét lap van dé xap xi ctia ham F-da diéu hoa dudi bdi
cac ham da diéu hoa dudi am. Cy the:
1. Luan an da chi ra rang, d6i véi mot ham F-da dieu hoa duéi lién tuc
trén €2 thl ham do la F-cuc dai trén €2 khi va chi khi né 1a& F-cuc dai
F-dia phuong trén Q (Dinh 17 2.1.2).

2. Luan 4n da chi ra rang, doi véi mot ham F-da dieu hoa dudi bi chin
trén €) thi ham dé F-cuc dai trén €2 khi va chi khi né 1a F-cuc dai F-dia
phuong trén  (Dinh 1i 2.2.2).

3. Luan an da chi ra cac dieu kien dé thiét lap van dé xap xi cho cac ham
F-da diéu hoa dudi bdi day tang cac ham da dieu hoa dudi am trén day
gidm céc mien siéu 16i rong hon (Dinh 1f 3.3.1).

I1. Kién nghi

Tt nhitng két qua thu duge ctia Luan an trong qué trinh nghién ciu,
ching toi dé xuat mot s6 hudng nghién citu tiép theo nhu sau:

1. Lieu ta c6 thé tim dudc dinh nghia toan ti Monge-Ampere phtic cho
cac ham F-da diéu hoa duéi khong bi chan kieu nhu Cegrell?

2. Liéu ta c6 the giai duge phuong trinh Monge-Ampere phtic cho cac ham
F-da diéu hoa duéi trén cac mién F-md? Liéu ta c6 thé nghién citu tinh
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chat nghiém ctia phuong trinh dé nhu: Tinh 6n dinh nghiém, tinh lién
tuc, lien tuc Holder, ...7
3. Nghién citu cac tinh chat vé ham F-da diéu hoa dudi yéu va ap dung

cho bao da cuec.
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